
ПОТОКИ В СЕТЯХ

Современное общество можно рассматривать как систему сетей, предназна​ченных для транспортировки и распределения энергии, товаров и информации, Методы сетевого анализа предназначены для эффективного использования уже существующих и рационального проектирования новых сетей, В значи​тельной степени сетевой анализ основан на теории графов в ее алгоритмиче​ском аспекте. В то же время сетевой анализ не является дисциплиной, принад​лежащей какой-то узкой области науки или техники, Основное достоинство се​тевого подхода заключается в том, что сетевая модель может быть построена для самых разнообразных задач, причем даже таких, где в формулировке зада​чи не присутствует сеть.

Сетевые модели обладают следующими достоинствами: 

· описывают сложные системы как совокупность простых; 

· имеют простую графическую интерпретацию;

· позволяют находить эффективные решения для таких больших систем, к которым невозможно применить методы линейного программирования.

Центральными понятиями сетевого анализа являются поток и сеть. Прежде чем давать строгое определение этих понятий, рассмотрим следующий пример.

В период ведения военных действий для материального обеспечения войск требуется провести конвой, состоящий из некоторого количества транспортных единиц от военной базы до места назначения. Система дорог, связывающих базу с войсками, представлена графом, в котором дуги соответствуют незащи​щенным участкам дорог, вершины - пересечения этих дорог. В целях безопас​ности для каждого участка дорог устанавливается ограничение на число транс​портных единиц, которые могут по нему пройти. Какое максимальное количест​во транспортных единиц можно переслать по сети, не превысив пропускные способности дорог.

В данном примере источником и стоком сети являются база и пункт назначе​ния, а поток определяет способ пересылки объектов из источника в сток.

Объекты, которые перемещаются из источника в сток, будем называть единицы потока. Назовем количество единиц, проходящее по дуге е потоком в данной дуге и обозначим F(e), Назовем ограничение на количество единиц потока в данной дуге пропускной способностью дуги и обозначим ее С(е).

Очевидно, для произвольной дуги е сети:
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Опр. 1.
Под сетью s будем понимать ориентированный граф G = < U, Е >, каждой дуге е которого приписано неотрицательное вещественное число С(е), которое будем называть пропускной способностью дуги. В сети выделяются две вершины: s — источник, t — сток.

Опр.2.

Под потоком F в сети s будем понимать функцию, определенную на каждой дуге u→v сети s следующим образом:
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 (1),

 для любой внутренней вершины v сети (v≠s, t) имеет место закон сохранения потока: поток, входящий в вершину v, равен потоку, выходящему из вершины v (2).
Рассмотрим закон сохранения на примере сети:
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Закон сохранения для вершины v выглядит так:

[image: image5.png]



Говорят, что дивергенция потока в вершине v равна 0. Потоки, которые мы бу​дем рассматривать, не могут задерживаться или накапливаться в вершинах, не могут изменяться, проходя по дугам.

Поэтому дивергенция потока в стоке равна дивергенции потока в источнике (с обратным знаком) и равна W(F) — величине потока, проходящего по сети из источника в сток.

Опр.З.

Разрез сети — множество дуг, удаление которых разрывает все пути от s к t.

Понятно, что в сети может быть много различных разрезов. Пропускная способность разреза считается как сумма пропускных способностей дуг, входящих в разрез. Имеется фундаментальная теорема (Форд и Фалкерсон).

Теорема.

Максимальный поток из s в t равен пропускной способности минимального раз​реза, разделяющего s и t.

Эта теорема, разумеется, имеет строгое математическое доказательство, но интуитивно понятно, что величина максимального потока равна пропускной способности самого узкого места:
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Путь с максимальной пропускной способностью.
Алгоритм Ху,

Рассмотрим следующую задачу. По сети из источника в сток нужно транспор​тировать неделимый груз, Дуги сети соответствуют мостам, пропускная способ​ность дуг — грузоподъемности мостов.

Данная задача сводится к определению пути из s в t с максимальной пропускной способностью. Понятно, что пропускная способность всего пути определяется его самым "узким местом" — дугой с минимальной пропускной способностью. 
Мы уже знаем способ определить кратчайшие пути между всеми парами вершин (алгоритм Флойда). Немного изменив этот алгоритм и добавив матрицу маршрутов R[n х п], получим алгоритм Ху.
Идея алгоритма.

Заменим вес дуги i→j A[i, j] на пропускную способность дуги C[i, j]; кратчайшее расстояние между вершинами i, j D[i, j] на максимальную пропускную способность пути между i, j DC[i, j]. Пропускные способности несуществующих дуг положим равной нулю.

Правило пересчета максимальной пропускной способности пути от i к j через промежуточную вершину к будет выглядеть так:

DC[I,J]:= max (DC[I,J], min (DCp, k], DC[k, j])).

Матрица маршрутов R[n x n] будет иметь следующий смысл: R[i, j] — промежу​точная вершина пути между i и j. Первоначально положим R[l, j]:= j для всех i, j ε V.
Матрица маршрутов R будет отражать структуру путей с максимальной пропу​скной способностью, так как одновременно с заменой DC[i, j] на min (DC[i, k], DC[k, j]) будем менять и R: R[l, j] := k.
После того, как матрица DC будет содержать окончательный максимальные пропускные способности путей между всеми парами вершин, по матрице R можно восстановить сами пути.

Процедура восстановления путей рассмотрим на примере модельной сети:
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В скобках указаны пропускные способности дуг.

В результате работы алгоритма будет сформирована следующая матрица мар​шрутов R:
	1
	2
	3
	2

	1
	2
	3
	4

	1
	2
	3
	4

	1
	2
	3
	4


ПОСТРОЕНИЕ МАКСИМАЛЬНОГО ПОТОКА МЕТОДОМ ФАЗ ДИНИНЦА.

МЕТОД УВЕЛИЧИВАЮЩИХ ЦЕПЕЙ.

Рассмотрим задачу построения в сети или максимального потока, или потока заданной величины. Чтобы определить величину максимального потока необязательно строить сам поток - достаточно перебрать все разрезы сети и выбрать разрез с минимальной пропускной способностью.

Задача состоит в том, чтобы пропустить по сети максимальный поток, т.е. указать маршруты прохождения единиц потока по дугам.

Все известные алгоритмы построения потока основываются на его последовательном увеличении. Начинать построение можно либо с нулевого потока, либо с уже имеющегося. Будем увеличивать поток вдоль увеличивающих цепей.

Увеличивающая цепь - это цепь от источника до стока, по которой можно пропустить ненулевой поток, не нарушая закон сохранения потока во внутренних вершинах. Рассмотрим несколько примеров увеличивающих цепей.
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Рис.
В скобках указанны пропускные способности дуг, перед скобками -потоки в этих дугах. Каждая дуга может пропустить не больше, чем разность между пропускной способностью и уже имеющимся потоком. Обозначим эту величину для дуги ei δ(ei).
δ(ei)=C(ei)-F(ei),

δ(e1)=3, δ(e2)=1, δ(e3)=1.

Поток, который может пропустить цепь, определяется ее самым узким местом:

δ=min {δ(ei)}=1.

    i=1..3

Увеличим поток в каждой дуге на 1. Дивергенция потока в каждой внутренней вершине останется равной 0, т.к. до увеличения в сети выполняется закон сохранения потока. Дивергенция же потока в источнике и стоке увеличивается на 1. Это означает, что мы переслали от источника к стоку дополнительную единицу потока. Рассмотрим другую увеличивающую цепь.

[image: image8.jpg]t=4

1)

2(2)

1(2)




Рис.

Если первая цепь состояла только из прямых дуг, то вторая состоит целиком из обратных дуг, и поток в ней идет в обратном направлении. Чтобы увеличить поток из S в t, уменьшим величину обратного потока. Поток в обратной дуге ei можно уменьшить на вершину.

δ(ei)=F(ei),

δ(ei)=1, δ(e2)=2, δ(e3)=1.

Во всей цепи поток можно уменьшить на вершину:

δ=min {δ(ei)}=1.
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    i=1..3

Увеличивающие цепи могут содержать как прямые, так и обратные дуги:
рис.

В прямых дугах поток будет увеличиваться, в обратных - уменьшаться на величину

δ=min {δ(ei)}.
      i

Для цепи с рис. Увеличение потока из S в t составляет 2=min{11,2,2}.

Дадим определения для увеличивающей цепи и составляющих ее дуг.

Опр. 1. Дуга е в сети S является допустимой из и в v относительно потока F, если она или прямая, т.е. е= u→v и F(e) < С(е), или обратная, т.е. е= v→u и F(e)>0.

Опр. 2. Для данного потока F из S в t увеличивающей цепью длины I называется последовательность попарно различных вершин и дуг:

S ,e1 ,v2 ,е2, v3, ... , vi-1 ,el ,t.

Каждая дуга e, допустима из vi в vi+1 относительно потока F и максимальное увеличение потока δ равно:

δ=min {δ(ei)}, где

      i
δ(ei)=C(ei)-F(ei), для прямых дуг и

δ(ei)=F(ei), для обратных дуг.

Что означает отсутствие в сети S увеличивающей цепи из S в t относительно данного потока F ? Это значит, что поток F и есть максимальный. Легко доказать, что поток F из Sвt максимален ТОГДА и только тогда, когда не существует увеличивающих цепей из S в t относительно этого потока.

Теперь можно преложить следующий алгоритм построения максимального потока: найти увеличивающую цепь, увеличить вдоль ее поток, найти следующую увеличивающую цепь и так далее, пока попытка найти увеличивающую цепь не окончится неудачей.

К сожалению, такой метод малоэффективен (увеличивающих цепей довольно много) и гарантированно строит максимальный поток только для целочисленных потоков. Форд и Фалкерсон построили пример сети, в которой можно бесконечно находить увеличивающие цепи и увеличивать вдоль них поток, который так никогда и не станет максимальным.

МЕТОД ФАЗ ДИНИЦА.

Недостатки предыдущего метода можно устранить, если искать не одну (любую) увеличивающую цепь, а сразу все увеличивающие цепи кратчайшей длины.

Поиск таких цепей будет осуществляется поиском в ширину от источника до стока, хранение - построением вспомогательной бесконтурной сети Sf.

Для каждой вершины поиск в ширину будет вычислять ее расстояние до источника S, которое будет запоминаться в массиве DLINA:

DLINA[S]=0, для соседки u источника S 
DLINA[u]=1 ит.в.
Первоначально все расстояния полагаются равными +∞, только DLINA[S]=0. Если по окончании поиска DLINA[t]=+∞(т.е. до стока так и не дошли), следовательно, увеличивающих цепей нет.

Если DLINA[t]=l, следовательно, найдены все увеличивающие, состоящие из I дуг. Заменим теперь поиск одной увеличивающей цепи построением бесконтурной сети Sf и получим метод фаз Диница. Одна фаза Диница заключается в следующем:
· построение вспомогательной бесконтурной сети Sf;

· построение в сети Sf псевдомаксимального потока;

· перенос построенного потока из Sf в основную сеть.

Фазы будут повторятся ровно до тех пор, пока попытка построить Sf не окончится неудачей (DLINA[t] останется равной +∞). Это будет означать, что в сети S построен максимальный поток.

Рассмотрим теперь подробно процесс построения Sf поиском в ширину. Все построения будем производить на модельной сети S(рис.), по которой первоначально идет нулевой поток.
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Рис.

ПОСТРОЕНИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ БЕСКОНТУРНОЙ СЕТИ Sf
Сеть Sf будем строить поиском в ширину из источника S. Если раньше переход от вершины u к вершине v осуществлялся по принципу «u – старая, v – новая», теперь правило перехода несколько усложнится.

Во-первых, переход от u к v возможен только в случае допустимости дуги u→v (или v → u).

Во-вторых, вершины u и v должны удовлетворять следующему условию:

DLINA[u] < DLINA[v] < DLINA[t].

Выполнение первого условия обеспечивает включение в Sf только увеличивающих цепей. Второе условие обеспечивает включения только кратчайших цепей. Вершина v должна лежать ближе к стоку (т.е. дальше от источника), чем u, поэтому DLINA[u] < DLINA[v]. После того, как сток достигнут и DLINA[t]=l, ни одна вершина в цепи не может лежать от источника дальше, чем t, поэтому DLINA[v] <  DLINA[t].

Рассмотрим процесс построения Sf. Если в сети S была найдена прямая дуга u→v, то в сеть Sf включена u→v с пропускной способностью HC(u,v)=C(u,v)-F(u,v).

Если в сети S была найдена обратная дуга v→u, то в сеть Sf включается «выпрямленная» дуга u→v с пропускной способностью HC(u,v)=F(v,u).

Если же были найдены обе дуги u→v и v→u, то в Sf включается прямая дуга u→v с пропускной способностью HC(u,v)=C(u,v)-F(u,v)+F(v,u).
Проведем построение Sf в первой фазе Диница для модельной сети (рис.).
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После того как из вершины 2 был достигнут сток, 6 и 4 (соседки 3) не рассматриваются, так как их DLINA=+∞ > DLINA[t]. Вершина 5 (соседка 3) лежит на том же расстоянии, что и 3, т.е. DLINA[5]=DLINA[3]. Аналогично вершина 5 не имеет допустимых соседок.
АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ Sf
Сеть S будет представлена списками инцидентности SLED, PRED, массивами пропускных способностей и потоков С и F. Сеть Sf будет, хранится в HSLED.HPRED, НС и HF.

АЛГОРИТМ, {построения Sf}

Данные: сеть S, заданная SLED, PRED,C[u ,v] и F[u ,v], u ,v ε V.

Результаты: сеть Sf, заданная HSLED,HPRED,HC[u ,v],HF[u,v],u ,v ε V.

Переменные s, t, DLINA, C, F,HC, HF, HV— глобальные.
1       procedure Make_sf

2       begin

3       
for u ε V do
4       
begin

5       

DLINA[u] := +∞; HSLED[u] := NIL; HPRED[u] := NIL;

6       

for v ε V do

7       

begin

8       


HC[u, v] := 0; HF[u, v] := 0;

9       

end;

10       
end;

11       DLINA[S] :=0; HV :=0; Ochered := NIL;

12       Ochered ←S;

13       while Ochered ≠NIL do

14       
begin

15       
z ← Ochered; HV := HV + [z];

16       
for v ε SLED[z] do // {поиск прямой дуги}
17       
if ( DLINA[z] < DLINA[v] ≤ DLINA[t]) and ( F[z, v] < C[z, v]) then

18       

begin

19       


if DLINA[v] = +∞ then Ochered ← v;{ v – новая}

20       


DLINA[v] := DLINA[z] + 1;

21       


HSLED[z] := HSLED[z] + v;

22       


HPRED[v] := HPRED[v] + z;
23       


H[z, v] := C[z, v] – F[z, v];

24       

end; {добвили z→v к Sf }

25       
for v ε PRED[z] do {поиск обратной вершины}

26       
if (DLINA[z] < DLINA [v] ≤ DLINA[t]) and ( F[v, z] > 0) then

27       

begin

28       


if (DLINA[v] = +∞ then Ochered ← v; { v – новая}

29       


DLINA[v] := DLINA[z] +1;

30       


if HC[z, v] = 0 then {z→v ещё не добавлена к Sf }

31       


begin
32       



HSLED[z] := HSLED[z] + v;

33       



HPRED[v] := HPRED[v] +z;

34       


end;

35       


HC[z, v] := HC[z, v] + F [v, z];

36       

end;

37       
end;{while}

38       end;{Make_sf}

Вычислительная сложность этой процедуры O(n2). Поиск в ширину линеен, инициализация массивов HC и HF требует n2 шагов.
ПОСТРОЕНИЕ ПСЕВДОМАКСИМАЛЬНОГО ПОТОКА В Sf.
Первым этапом фаз Диница было построение сети Sf, отражающей структуру всех кратчайших увеличивающих цепей из S в t. Следующий этап - насыщение сети Sf псевдомаксимальным потоком. Этот поток может и не быть максимальным в Sf, но он будет обладать следующим свойством: если Sf имеет длину I, то после построения псевдомаксимального потока в Sf не останется ни одной увеличивающей цепи длины I. Все увеличивающие цепи, вдоль которых могло бы произойти увеличение потока в Sf будут во-первых, иметь длину, большую I; во-вторых, содержать обратные дуги.

При построении в Sf псевдомаксимального потока будем использовать поиск в ширину только по прямым дугам. Благодаря отсутствию в Sf контуров, псевдомаксимальный поток будет построен за O(n2) шагов.

Алгоритм построения псевдомаксимального потока носит название метода Малхотри, Кумара, Махешвари.
ПОТЕНЦИАЛЫ ВЕРШИН

Дадим несколько определений.

Опр. 1. Максимально возможный поток в вершину - входной потенциал вершины. Он равен сумме пропускных способностей дуг, входящих в вершину.
INPP[v] = { +∞, если v=S

      { ∑ C(u, v)



u:u→v

Опр. 2. Максимально возможный поток из вершины - выходной потенциал вершины. Он равен сумме пропускных способностей дуг, выходящих из вершины.
FRMP[v] = { +∞, если v=t


       { ∑ C(v, u)



u:v→u
Опр. 3. Потенциал вершины - минимум между входным и выходным потенциалом.

P[v] = min {INPP[v], FRMP[v]}

И представляет собой максимально возможный поток через вершину.

Рассмотрим сам алгоритм.

Будем обозначать HV,HC,HF - вершины, пропускные способности, потоки сети Sf; HN - множество вершин Sf с ненулевым потенциалом (будем называть их «ненулевые»); Q - «грузы» в вершинах Sf.
Шаг 1. Положим первоначально HN:=HV, Q[v]:=0 для всех v ε HV. Вычислим потенциалы P[v] для всех v ε HV. Вершины с нулевыми потенциалами поместим в стек STEK. Переход на шаг 2.

Шаг 2. Пока HV не пусто, будем производить шаги 3-9.

Шаг 3. Через вершины с нулевым потенциалом поток не идет, поэтому будем удалять их из Sf вместе со всеми смежными им дугами. Будем удалять вершины вначале из стека, затем из сети Sf. Однако при удалении из сети части дуг потенциалы других вершин могут обнулиться. Поэтому при удалении вершины из стека и из сети будем сразу пересчитывать потенциалы ее соседок и «нулевые» вершины помещать в стек. Все эти действия будем производить до тех пор, пока стек не опустеет. Как только стек станет пуст, в Sf останется только вершины с ненулевым потенциалом и HN:= HV. Переход на шаг 4.

Шаг 4. Если HN пусто, то конец работы (построен псевдомаксимальный поток), иначе переход на шаг 5.

Шаг 5. Найдем вершину r с минимальным потенциалом р0. р0 -величина максимального потока, который может пройти из S в t через r (поток, прошедший через r, тем более пройдет через другие вершины). Построения потока величины р0 из S в t через r разделим на 2 этапа: построение потока из r в t и из S в r. Переход на шаг 6.

Шаг 6. 1-й этап.

Представим, что в r находится груз Q[r]= р0. Его нужно, разделив на части, протолкнуть по дугам, пока он весь не окажется в стоке. Поиском в ширину найдем сразу всех соседок ui вершины r (типа г→ui) и протолкнем груз в них. Груз окажется удален от r на расстояние 1. Затем все эти вершины разгружаются, а груз оказывается на расстоянии 2 и т.д. Выполняем это до тех пор, пока весь груз не окажется в стоке. Переход на шаг 7.

Шаг 7. Если пропускная способность дуги равно перемещенному по ней грузу. То такая дуга насыщенна потоком и должна быть удалена из сети. Удалим из Sf все дуги, поток в которых равен их пропускной способности. Переход на шаг 8.

Шаг 8. Аналогичным образом строим поток из S в r. Переход на шаг 9.

Шаг 9. После удаления из Sf всех насыщенных дуг потенциалы некоторых вершин обнулятся. Повторим все шаги алгоритма с шага 2.

Алгоритм {Построение псевдомаксимального потока в сети Sf}

Данные: сеть Sf, представленная списками HSLED.HPRED, множество вершин HV, пропускными способностями HL и HF.

Результат: псевдомаксимальный поток, хранящийся в матрице HF.

Переменные: HSLED, HPRED, HV, НС, HF, S и t - глобальный.
1. Procedure Max_Sf;

2. Begin

3. 
STEC := 0; {для «нулевых» вершин}

4. 
for v ε HV do

5. 
begin

6. 

INPP[v] := 0; FRMP[v] := 0;

7. 

if v = S then INPP[v] := +∞;

8. 

else 

9. 


for u ε HPRED[v] do

10. 


INPP[v] := INPP[c] + HC[u, v];

11. 

if v = t then FRMP[v] := +∞;

12. 

else

13. 


for u ε HSLED[v] do

14. 


FRMP[v] := FRMP[v] + HC[v, u];

15. 

P[v] := min(INPP[v], FRMP[v]);

16. 

if P[v] = 0 then STEC ← v;

17. 
end;

18. 
for v ε HV do Q[v] := 0; {грузы в вершинах}

19. 
HN := HV; {вершины с ненулевым потенциалом}

20. 
while HN ≠ 0 do {главный цикл}

21. 
begin

22. 

while STEC ≠ 0 do {удаление нулевых вершин}

23. 

begin
24. 


v ← STEC;
25. 


HN := HN – [v]; {удаление дуг входящих в v}

26. 


for u ε HPRED[v] do

27. 


begin

28. 



HSLED[u] := HSLED[u] –[v];

29. 



HPRED[v] := HPRED[v] – [u]; {если по u→v уже пропустили поток HF[u, v], то пропускная 
способность уменьшается на величину этого потока}

30. 



FRMP[u] := FRMP[u] –(HC[u, v] – HF[u, v]);

31. 



if P[u] ≠ 0 then

32. 



begin

33. 




P[u] := min(INPP[u], PRMP[u]);

34. 




if P[u] = 0 then STEC ← u;

35. 



end;

36. 


end;{ for u ε HPRED[v] do}







{удаление дуг выходящих из v}

37. 


for u ε HSLED[v] do

38. 


begin

39. 



HPRED[u] := HPRED[u] –[v];

40. 



HSLED[v] := HSLED[v] –{u];

41. 



INPP[u] := INPP[u] – (HC[v, u] – HG[v, u]);

42. 



if P[u] ≠ 0 then

43. 



begin

44. 




P[u] := min(INPP[u], PRMP[u]);

45. 




if P[u]=0 then STEC ← u;

46. 



end;

47. 


end;

48. 

end;{while STEC ≠ 0 do}

49. 

if HN ≠ 0 then {поток еще не построен}

50. 

begin
51. 


p0 := +∞;{ ищем вершину с min потенциалом}

52. 


for v ε HN do
53. 


if P[v] < p0 then
54. 


if P[v] < p0 then
55. 


begin r := v; p0 := P[r]; end;

56. 


Ochered :=0; Ochered ←r;

57. 


Q[r] := p0;{груз p0 в вершине r}





{построим поток из r в t величины p0}

58. 


repeat
59. 



z ← Ochered;{груз Q[z] из вершины r будет перемещен в соседние вершины}

60. 



INPP[z] := INPP[z] – Q[z];

61. 



FRMP[z] := FRMP[z] – Q[z];

62. 



P[z] := P[z] – Q[z]; if P[z] = 0 then STEC ← p0;

63. 



if z = t then Q[z] := p0;{ весь груз в стоке}

64. 



else {груз на пути к стоку}

65. 



begin { разгружаем z}
66. 




u := первая из списка HSLED[z];

67. 




while Q[z] > 0 do {груз еще частично в z}

68. 




begin
69. 





if Q[u] = 0 then Ochered ← u;{u – новая}

70. 





delta := min(Q[z], HC[z, u] – HF[z, u]);

71. 





HF[z, u] := HF[z, u] +delta;

72. 





Q[z] := Q[z] – delta;{часть груза из z перемещается в u}

73. 





Q[u] := Q[u] +delta;
74. 





if HF[z, u] = HC{z, u] then {удаляем насыщенную дугу}

75. 





begin

76. 






HSLED[z] := HSLED[z] –u;

77. 






HPRED[u] := HPRED[u] – z;

78. 





end;

79. 





if Q[z] > 0 then

80. 





u := следующая в списке HSLED[z];

81. 




end;{груз убран из z}

82. 



end;{разгрузили z}
83. 



until z=t; {пока груз не достиг стока}{постороение потока p0 из S в r}

84. 



Ochered := 0; Ochered ←z;
85. 



Q[r] := p0;{груз снова в r}

86. 



repeat
87. 




z ← Ochered;
88. 




if z ≠ r then {для r P[r] был уже уменьшен в строке 70}

89. 




begin
90. 





INPP[z] := INPP[z] –Q[z];

91. 





FRMP[z] := FRMP[z] – Q[z];

92. 





P[z] := P[z] – Q[z];

93. 





if P[z] = 0 then STEC ← z;

94. 




end;

95. 



if z = S then Q[z] := 0 {груза в источнике нет}

96. 



else
97. 



begin { разгрузка z}
98. 




u := первая в списке HPRED[z];

99. 




while Q[z] > 0 do
100. 



begin
101. 




if Q[u] = 0 then Ochered ← u;

102. 




delta := min (Q[z], HC[u, z] – HF[u,z});

103. 




HF[u, z] := HF[u, z] + delta;

104. 




Q[z] := Q[z] – delta;

105. 




Q[u] := Q[u] + delta;

106. 




if HF[ u, z] := HC[u, z] then

107. 




begin

108. 





HPRED[z] := HPRED[z] – [u];

109. 





HSLED[u] := HSLED[u] – [z];

110. 




end;

111. 




if Q[z] 0 then

112. 




u := следующая в списке HPRED[z];

113. 



end;
114. 


end; {z разгружена}
115. 


until z = S; {построен поток из S в r}

116. 

end;{if HN≠O ... - произошло насыщение псевдомаксимальным потоком пути из S в t через r с min потенциалом}
117. 
end; { while HN≠O ... возврат на начало главного цикла с целью удаления вершин, у которых потенциал равен 0}

118. end;{MAX_SF}.
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СТОИМОСТЬ ПРОЦЕДУРЫ MAX_SF
Определение потенциалов вершин O(n+m) шагов, т.к. каждая дуга анализируется 2 раза - для входного и выходного потенциала.

Каждая итерация главного цикла обнуляет потенциал хотя бы одной вершины (вершины r), поэтому число итераций не превосходит n.

Для всех итераций главного цикла каждая вершина с нулевым потенциалом один раз помещается в стек, один раз удаляется из стека, и удаляются все смежные ей ребра. Число шагов O(n+m) для всех вершин.

Внутри каждой итерации главного цикла строится поток от S до r и от r до t. При этом из сети удаляются насыщенные дуги. За все n итераций будет удалено не более m дуг - O(m) шагов.

Внутри одной итерации анализируются без уничтожения не более n дуг (по одной на каждую посещаемую вершину - O(n2) шагов за все итерации).

Окончательно, вычислительная сложность равна O(n2) шагов при условии, что удаление дуги происходит за число шагов, ограниченное константой и не зависит от числа вершин графа.

Для этого списки HSLED и HPRED помимо указателей на последующую и предыдущую запись должны содержать связи link.

Поле link должно связывать между собой запись для вершины и в списке HPRED[v] и запись вершины v в списке HSLED[u].
ПОСТРОЕНИЕ ПОТОКА МИНИМАЛЬНОЙ СТОИМОСТИ. ММП.

Постановка задачи.

Пусть каждой дуге u→v сети S помимо пропускной способности и величины потока приписана еще одна величина — A[u,v], стоимость прохождения единицы потока по дуге u→v. Пока будем предполагать, что A[u,v] ≥ 0 и целочисленна.

Поставим задачу не только переслать из s в t поток заданной величины F0, но и сделать это с минимальными затратами. Теперь задача о построении максимального потока получается как частный случай со стоимостями всех дуг равными 0.

Сделаем постановку этой задачи как задачи линейного программирования:

{ ∑ A[e] ∙ F[e] } → min




(1)
e ε E
при ограничениях:

Div Fs = F0;

Div Ft = - F0;

Div Fx = 0, при всех x ≠ s, t;

0 ≤ F[e] ≤ C[e] для всех e ε E;
Задачу (1) можно переформулировать как задачу на максимум :

{ p ∙ F0 - ∑ A[e] ∙ F[e] } → max;



(1’)

с теми же ограничениями. Число р — число, превосходящее максимально возможную стоимость пути прохождения единицы потока от s до t.

Если интерпретировать р как доход, полученный от пересылки единицы потока по сети, то (1’) — максимально возможный чистый доход от пересылки Fo единиц потока, рассчитываемый по формуле:

чистый доход = доход - затраты.
МЕТОД МИНИМАЛЬНЫХ ПУТЕЙ (Форд и Фалкерсон, 1962 г.).

При построении максимального потока мы увеличивали поток вдоль увеличивающих цепей, причем цепи брались в порядке возрастания их длин. Теперь увеличивающие цепи будем брать в порядке возрастания не длины, а стоимости прохождения единицы потока по этой цепи.

Другими словами, вначале из s в t будут пересланы все единицы потока со стоимостью прохождения р = 0, затем все единицы потока со стоимостью прохождения р = 1 и т. д.

Определим стоимость прохождения единицы потока по цепи из s в t
Опр.1. Стоимость прохождения единицы потока по увеличивающей цепи равна сумме стоимостей входящих в нее дуг, причем стоимость прямых дуг берется со знаком"+", обратных — со знаком" -".

Легко понять, почему стоимость обратных дуг берется со знаком " - ". Если мы уменьшим поток по обратной дуге е на одну единицу, то произойдет два приятных события:
1. поток в прямом направлении увеличится на единицу;

2. мы перестанем платить стоимость, равную А[е];

ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ СТОИМОСТНАЯ ФУНКЦИЯ .

Поставим задачу найти в сети S все увеличивающие цепи стоимости р. Для этого каждой вершине сети припишем стоимостной потенциал по следующему правилу:
1. Pa[s] =0, Pa[t] = p;

2. 0 ≤ Pa[v] ≤ p для всех v ≠ s, t.

К обычным условиям на прямые и обратные дуги добавим следующее: допустимыми будут считаться только те дуги u→v, для которых Ра [v] - Ра [u] = A[u,v],

Рассмотрим вначале цепь, состоящую только из прямых дуг (Рис. 1): 

[image: image11.jpg]



В скобках указаны стоимости дуг, под вершинами — их стоимостные потенциалы.

Стоимость прохождения единицы потока по такой цепи равна 2+1+1 = 4 и совпадает с потенциалом вершины.
Теперь рассмотрим цепь с обратной дугой (Рис. 2):
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Стоимость прохождения единицы потока по этой цепи 3-1 +2 = 4 также совпадает с потенциалом стока.

Вообще говоря, если представить стоимость цепи как сумму стоимостей дуг, причем стоимости дуг заменить потенциалами вершин по формуле A[u,v] = Ра [v]- Ра [u], то потенциалы всех внутренних вершин сократятся, и стоимость цепи будет равна Ра [t] - Ра [s] = Ра [t].

Будем находить не одну увеличивающую цепь стоимости р ( как в классическом алгоритме Форда и Фалкерсона ), а все цепи стоимости р определенной длины, объединенные во вспомогательную бесконтурную сеть Sfa. Иными словами, методом фаз Диница будем строить max поток стоимости р.
Будем вести поиск в ширину от s до t , причем к условиям прямой или обратной дуги добавим условие: P[v]-P[u] = A[u, v].

ММП.

Шаг 1.

Задать начальный нулевой поток F и нулевые потенциалы Ра. Стоимость р положить равной Ра [t].

Шаг 2.

Построить Sfa , содержащую все цепи стоимости р кратчайшей длины. Если достигнут сток, то переход на Шаг 3, иначе на Шаг 4.

ШагЗ.

Построить в Sfa псевдомаксимапьный поток HF и перенести его из Sfa в S. Переход на Шаг 2.

Замечание. После построения и переноса в основную сеть максимального

потока стоимости р ( не более, чем ( n - 1) раз строя Sfa ), сток достигнут не будет.

Шаг 4.

Увеличить на единицу потенциалы всех новых вершин v, не вошедших в Sfa (

у которых DLINA[v] = +∞);

Ра [v] = Ра [v] +1, ,р = Ра[t]. Переход на Шаг 2.
Отложим на некоторое время выяснение вопроса, как мы узнаем о том, что построен max поток.

Рассмотрим трассировку ММП на примере модельной сети (Рис. 3):
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В скобках указаны (а,с) — стоимость и пропускная способность дуги ; первоначально все потоки и потенциалы — нулевые.

Назовем одной фазой ММП совокупность итераций с фиксированной стоимостью р. Внутри одной фазы ММП построение max потока стоимости р ( не более (n - 1) фазы Диница ), изменение потенциалов и стоимости р.

Фаза 1.

р = 0. Так как дуг нулевой стоимости нет, то в Sfa войдет только вершина S. Для вершин a, b, t произойдет увеличение потенциалов: Ра [a]=1,Pa[b] = 1,Pa[t] = 1.

Фаза 2.

В Sfa войдет только дуга s→a (Рис. 4), для b и t произойдет увеличение

потенциалов:

Ра [b] = 2, Ра [t] = 2.
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Фаза 3. 

(Рис. 5)
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В Sfa войдут s, а, b. Для стока произойдет увеличение потенциала Ра [t] = 3.
Фаза 4. 

(Рис. 6)
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Через цепь s — а — b — t будет пропущен псевдомаксимапьный поток величины 2 и перенесен в основную сеть. При попытке еще раз построить Sfa со стоимостью р=3 вершины a, b, t останутся новыми. Их потенциалы будут увеличены: Ра [а] = 2, Ра[b] = 3, Рa[t] = 4.
Фаза 5. 

(Рис. 7)
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В Sfa войдут дуги s→b и b→а. Дуга а→b будет найдена как обратная, в Sfa она превратится в дугу b→а. Для вершины t будет увеличен потенциал Ра [t] = 5.
Фаза 6. 

(Рис. 8)
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В Sfa войдет цепь s — b — а — t с псевдомаксимальным потоком величины 1. При переносе потока в основную сеть поток дуги а→b величины 2 будет уменьшен на поток дуги b→а величины 1. Сеть S с окончательным потоком из 3 единиц приведена на Рис.9 :
[image: image19.jpg]



Поток величины 3 стоимости 11.

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СЛОЖНОСТЬ ММП.

Число шагов алгоритма внутри одной фазы ММП соответствует построению max потока стоимости р – O(n3) шагов. Каково максимально возможное число фаз ММП? Конечно ли оно?

Диниц и Карзанов (1967 г.) построили пример сети с n вершинами, для которой число фаз было экспоненциально относительно n и вычислительная сложность ММП - O(2 n-1) шагов.

К сожалению, для задачи построения потока минимальной стоимости методы сетевого анализа предлагают экспоненциальные алгоритмы. Отличие их от методов линейного программирования в том, что экспоненциальный взрыв отодвигается с нескольких десятков (сотен) вершин до нескольких тысяч.

ОБОБЩЕНИЕ НА СЛУЧАЙ НЕЦЕЛЫХ СТОИМОСТЕЙ.

Научимся одновременно работать с нецелыми стоимостями (и потенциалами), и узнавать о построении max потока. Предположим, что алгоритм выполнен для p=p(t) и до стока мы не дошли, т.е. построен max поток со стоимостью прохождения р.

Часть вершин сети вошла в построенную Sfa , остальные v из HV (включая t) остались новыми. Будем изменять потенциалы только новых вершин.

Случай 1.

Пусть у дуги u→v u - старая, v - новая.

Чтобы в следующем этапе добавить дугу u→v к Sfa , нужно:
1) u→v - прямая ;
2) Pa[v]-Pa[u] = A[u,v].
Значит, к Ра [v] нужно добавить (A[u,v] + Ра [u] - Ра [v]), чтобы Ра [v] стало равно Ра[u] + A[u,v].
Случай 2.
Пусть у дуги u→v v - старая, u - новая. Чтобы u→v стала в следующей фазе допустимой, нужно:

1) u→v - обратная ;
2) Pa[v]-Pa[u] = A[u, v].
Добавив к Ра [u] (Ра [v] - A[u,v] - Ра [u]), получим нужный результат.

Вычислим для всех дуг типа 1 и 2 приращения потенциалов (обозначим их dp) и найдем среди них минимальное Mindp.

Теперь к потенциалам новых вершин будем добавлять не +1, a  Mindp. В

результате нового построения Sfa к ней добавится хотя бы одна новая дуга. Если Mindp = +∞ , значит, уже построен max поток.

АЛГОРИТМ ММП.

Алгоритм. {ММП }

Данные: сеть S(s, t, SLED, PRED, С, F, A). Результаты: max поток min стоимости F[u,v], u,v e V.

Переменные: s, t, SLED, PRED, C, F, A, DLINA, Pa, HSLED, HPRED, HV, HC, HF, MaxFlow, Cost, dp, Mindp - глобальные.

Подпрограммы: procedure Make_Sfa;

{ Служит для построения вспомогательной сети, содержащей все цепи стоимости р кратчайшей длины.

Отличие от Make_Sf:
For v ε SLED[z] do {прямые дуги}

 If (DLINA[z]<DLINA[v]≤DLINA [t]) and (F[z,v]<C[z,v])and (Pa[v]-Pa[z] = A[z,v]) 
then ...

Аналогично для обратных дуг:

For v ε PRED[z] do {обратные дуги}

 If (DLINA[z]<DLINA[v]≤DLINA [t]) and (F[v,z]›0)and (Pa[z]-Pa[v] = A[v,z]) 
then begin



REVERSE[z,v]:=F[v,z]




...



end;

procedure  max_Sf; {без изменений}
1. function Div (x : integer); {дивергенция потока в вершине х}

У нас появляется новая глобальная переменная – двумерный массив REVERSE для запоминания пропускной способности обратной дуги. Вначале REVERSE обнуляется.

В REVERSE[u, v] запоминается пропускная способность дуги v→u, т. е. находим обратную дугу v→z. В Sfa она выпрявляется и становиться дугой z→v. В REVERSE записываеться REVERSE[z,v] := F[v, z].
2. begin
3. f :=0;
4. for u ε SLED[x] do

5. 
f[x] := f + F[x, u];

6. for u ε PRED[x] do

7. 
f[x] := f – F[u, x];

8. Div := f;

9. end;

{MAIN}

1. begin;

2. обнуление потока F и потенциалов Pa;

3. repeat {главный цикл}
4. 
repeat { построение максимального потока стоимостью p}

5. 
Make_Sfa;
6. 
if DLINA[t] < ∞ then
7. 
begin
8. 

Max_Sf;
9. 

{перенос потока}
10. 

for u ε HV do if u in HV then 

11. 

for v ε HV do if v in HV then

12. 
end;{ if DLINA[t] < ∞…}

13. 
until (DLINA[t] = ∞); {конец фазы}
14. if REVERSE[u, v] > 0 then {была обратная дуга v→u}

15. begin

16. 
if HF[u, v] – REVERSE[u, v] >0 then { была и прямая дуга u→v}

17. 
begin

18. 

F[v, u] := F[v, u] – REVERSE[u, v];

19. 

F[u, v] := F[u, v] + HF[u, v] – REVERSE[u, v];

20. 
end;

21. 
else { прямой u→v не было}

22. 

F[v, u] := F[v, u} – HF[u, v];

23. 
end;

24. 
else { обратной дуги не было}

25. 

F[u, v] := F[u, v] +HF[u, v];
26. 
end;

27. 
dp := +∞; MIndp := +∞; {пересчет потенциалов}

28. 
for u ε HV do 

29. 

for v ε SLED[u] do {u ε Sfa, v – нет}

30. 

if (DLINA[v] = +∞) and (F[u, v] < C[u, v]) then
31. 

begin

32. 


dp := Pa[u] - Pa[v] + A[u, v];

33. 


if Mindp > dp then Mindp := dp;

34. 

end;

35. 

for u ε HV do

36. 

for v ε PRED[u] do {u ε Sfa, v – нет}

37. 

if (DLINA[v] = +∞) and (F[v, u] > 0) then

38. 

begin

39. 


dp := Pa[u] – Pa[v] – A[u, v];

40. 


if Mindp > dp then Mindp := dp;

41. 

end;

42. 

if Mindp ≠ +∞ then

43. 

for v ε V do

44. 

if DLINA[v] = +∞ then

45. 

Pa[v] := Pa[v] + Mindp;
46. 
until Mindp = + ∞; { построен максимальный поток}
47. 
Cost := 0; MaxFlow := Div[s];
48. 
for u ε V do
49. 
for v ε V do 
50. 
if F[u, v] > 0 then
51. 
begin
52. 

WRITELN(‘поток в дуге’, u,’→’, v,’=’, F[u, v]);

53. 

Cost := Cost + A[u, v] ∙ F[u, v];

54. 
end;

55. 
WRITELN(‘максимальный поток’, MaxFlow,’стоимостью’, Cost);

56. end.
Вопрос 1. Как модифицировать этот алгоритм для построения потока заданной величины?
ПЕРЕНОС ПСЕВДОМАКСИМАЛЬНОГО ПОТОКА ИЗ Sf В S
3 этап фазы Диница заключается в переносе потока, построенного в сети Sf (HF[u,v], u, v ε HV) в сеть S.

Новый поток в сети S получается сложением старого потока F сети S с псевдомаксимальным потоком HF в соответствующих дугах.

Проблема заключается в том, что при построении Sf обратные дуги основной сети S, в которых должно происходить уменьшение потока, «выпрямились». Для построения псевдомаксимального потока достаточно было использовать только прямые дуги вспомогательной сети Sf. Возникает вопрос: каким образом при переносе потоков основную сеть определить, какой поток должен увеличивать поток прямых дуг, а какой - уменьшать поток в обратных.

Будем поступать следующим образом: если при сложении потока основной сети с псевдомаксимальным результат превышает пропускную способность прямой дуги, то на этот избыток будем уменьшать поток в обратной дуге:

F[u, v] := F[u, v] + HF[u, v]; If F[u, v] > C[u, v] then
 begin

F[v, u] := F[v, u] - (F[u, v] - C[u, v] ) ; F[u, v]:=C[u, v]

end;

Проверим, что такой способ переноса потока будет действительно увеличивать поток в прямых и уменьшать поток в обратных дугах основной сети.

Рассмотрим два возможных случая, когда перенесенный поток может превысить пропускную способность дуги.

Случай 1. В сети S имелась только обратная дуга v→u, которая при построении сети Sf превратилась в дугу u→v. Так как дуги u→v в основной сети не было, то ее пропускная способность C[u,v]=0. Получаем:

F[u,v] > C[u,v]=0 → 
F[v,u]:=F[v,u]-(F[u,v]-C[u,v]),
т.к. F[v,u]=F[v,u]-F[u,v] 
и F[u,v]=C[u,v]=0

Случай 2. В сети S имелось две дуги: прямая u→v и обратная v→u. Уменьшаем поток в обратной дуге и насыщаем прямую дугу:
F[v,u]:=F[v,u]-(F[u,v]-C[u,v])
и F[u,v]:=C[u,v].

Окончательно, поток F основной сети за счет увеличения потока в прямых и уменьшения потока в обратных дугах увеличивается на величину псевдомаксимального потока HF:

W(F)=W(F)+W(HF)

Соберем теперь все рассмотренные этапы в один алгоритм и рассмотрим его работу на примере модельной сети.

Алгоритм {Метод фаз Диница построение max потока}

Данные: сеть S(SLED,PRED,C,F,S,t).

Результат: max поток F[u,v], u, v ε V.

Переменные: SLED,PRED,С ,F ,S ,t ,DLINA, HSLED, HPRED, HV, HC, HF - глобальный.
1. begin
2. for u ε V do for v ε V do
3. F[u, v] := 0;{ начальный поток}
4. repeat {фазы Диница}
5. 
Make_Sf;
6. 
if DLINA[t] ≠ +∞ then
7. 
begin {поток F еще не max}
8. 

Max_Sf; {перенос потока из Sf в S}
9. 

for u ε HV do for v ε HV do
10. 

begin
11. 


F[u, v] := F[u, v] +HF[u, v];
12. 


if F[v, u] > C[u, v] then
13. 


begin
14. 



F[v, u] := F[v, u] – (F[u, v] – C[u, v]);
15. 



F[u, v] := C[u, v];
16. 


end;
17. 

end;
18. 
end; {конец фазы}
19. until DLINA[t] = +∞; { поток max}
20. end.
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СТОИМОСТЬ АЛГОРИТМА O(n3).

Число фаз не превышает n, вычислительная сложность процедур внутри одной фазы - O(n2).

Вопрос 1. Почему число фаз < n?
Данный алгоритм строит в произвольной сети максимальный поток из источника S в сток t. Нетрудно обобщить этот алгоритм на случай нескольких источников и стоков, а также для построения потока заданной величины (не превосходящей максимальную). В обоих случаях достаточно добавить к сети S фиктивные источники S0 и t0.

Случай 1.

Соединим фиктивный источник S0 с настоящими источниками S1,

S2…, Sk и припишем каждой дуге S0→ Si, i=1..k пропускную

способность, равную +∞. Аналогично поступим со стоками t1, t2,…,tp.
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Случай 2. Пусть необходимо построить поток величины 
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Работа алгоритма построения max потока на принципе модельной сети.

1 фаза (рис)

Сеть Sf с псевдомаксимальным потоком

[image: image26.jpg]



Сеть S с перенесенным потоком
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2 фаза (рис)

Сеть Sf с псевдомаксимальным потоком
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Сеть S с перенесенным потоком
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Остановимся подробнее на второй фазе.

Построение псевдомаксимального потока величины 1 (в то время как в Sf можно, используя только прямые дуги, построить поток величины 2) прекрасно иллюстрирует тот факт, что псевдомаксимальный поток не обязан быть максимальным. Он может быть увеличен вдоль цепи 1-5-4-3-6-7, использующей обратную дугу 4→3 (вернее, дугу 3→4 в обратном направлении). Но при построении псевдомаксимального потока мы пользуемся цепями только из прямых дуг, а таких цепей в Sf больше нет. Возникает ощущение, что одна единица потока потеряна навсегда, ​т.к. поток, насыщающий дуги 1→3 и 4→7, запрещает в следующей фазе цепи 1-3-6-7 и 1-5-4-7.
2 фаза (рис)
Сеть Sf с псевдомаксимальным потоком
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Сеть S с перенесенным потоком
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Пропускная способность дуги 4→3 сложилась как пропускная способность прямой дуги 4→3 и обратной дуги 3→4.

Псевдомаксимальный поток, равный 2, в дуге 4→3 насыщает прямую дугу 4→3 основной сети и снимает единицу потока с дуги 3→4, неудачно прошедшую в предыдущей фазе. В основной сети рис. идет max поток, равный 4.

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ПОСТРОЕНИЯ МАХ ПОТОКА К ЗАДАЧЕ О НАХОЖДЕНИИ ОПТИМАЛЬНОЙ СХЕМЫ ВЗАИМОЗАЧЕТОВ ДЛЯ ОДНОГО ВЫБРАННОГО ПРЕДПРИЯТИЯ.

Рассмотрим следующую задачу. Имеется сеть предприятий, которые связанны между собой отношениями должник-кредитор, причем долг берется в денежном выражении.

Построим сеть следующим образом: вершины сети будут соответствовать предприятиям, две вершины u и v будут соединены дугой u→v только в том случае, если u - должник, и величина долга будет определять пропускную способность C[u, v]. Требуется определить схему взаимозачетов, максимально понижающую суммарный долг фиксированного предприятия.

На первый взгляд кажется, что алгоритм построения max потока является в данном случае бесполезным: в нем должны присутствовать источник и сток, между которыми идет поток, а в нашей задаче схема взаимозачетов распадается на какое-то количество циклов, проходящих через заданную вершину.
Убедимся, что это не так. Пусть выбранное предприятие х имеет к должников u1,..., uk и р кредиторов v1, ... vp(pиc .)
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Образуем вместо вершины х две фиктивные вершины S и t как показано на рис.

К  вершине S отходят все долги предприятия х, к вершине t -кредиты. Теперь задача сводится к построению в модифицированной сети максимального потока из S в t. Разложив полученный поток на пути из S в t (как это сделать, будет показано позже) и слив S и t, мы получим набор циклов, соответствующих оптимальной схеме взаимозачетов.

Ответ 1. От фазы к фазе происходит удлинение цепей, входящих в состав сети Sf. Это связанно с тем, что псевдомаксимальный поток разрушает все увеличивающие цепи определенной длины, поэтому на следующей фазе в сеть Sf входят цепи, длиннее хотя бы на одно ребро. Построение начинается с цепей длины не более n-1 (для n вершин). Поэтому на самом деле число фаз не превосходит n-1, не считая последнюю фазу, где построение Sf уже не происходит.
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