Понятие задачи и подзадачи

При формулировке любой задачи необходимо определить исходные данные, которые мы будем называть параметрами задачи. 

Например, если мы решаем задачу нахождения корней квадратного уравнения ax2 + bx + c = 0, то эта задача определяется тремя параметрами - коэффициентами a, b и c. 

Если же мы хотим решить задачу нахождения среднего арифметического некоторого набора чисел, то параметрами задачи будут количество чисел и их значения. 

Допустим, мы хотим научиться решать задачу, сводя ее к решению подзадач. При таком подходе любая задача может быть формализована в виде некоторой функции, аргументами которой могут являться такие величины, как: 

· количество параметров; 

· значения параметров. 

Здесь и далее в качестве параметров будут рассматриваться целые неотрицательные числа. 

Как правило, одним из аргументов задачи является количество параметров задачи. В том случае, когда по значению этого параметра можно определить конкретные значения других параметров, мы эти параметры будем опускать. Это обычно делается в случае, когда параметры заданы таблицей. Например, если нам необходимо найти сумму первых K элементов таблицы, то для решения задачи достаточно знать один параметр K, а все остальные параметры можно выбрать из таблицы. 

После того, как задача формализована (представлена) в виде функции с некоторыми аргументами, определим понятие подзадачи. Под подзадачей мы будем понимать ту же задачу, но с меньшим числом параметров или задачу с тем же числом параметров, но при этом хотя бы один из параметров имеет меньшее значение. 

	Пример #1. 

	
	Найти самую тяжелую монету из 10 монет. Для формализации задачи определим функцию "Самая тяжелая монета", аргументами которой являются количество монет (10) и масса каждой из монет. Пока нас не интересует конкретный вид этой функции, для нас важнейшим фактором является факт, что она дает правильное решение. Для данной задачи можно рассмотреть 9 подзадач, которые имеют меньшее значение аргументов: 

	· "Самая тяжелая монета" из 1 монеты, 

· "Самая тяжелая монета" из 2 первых монет, 

· "Самая тяжелая монета" из 3 первых монет, 

· ... 

· "Самая тяжелая монета" из 9 первых монет. 


Особо хочется отметить, что под подзадачей не следует понимать некоторые этапы решения задачи, такие, как организация ввода и вывода данных, их упорядочивание, и т.д. 

Сведение задачи к подзадачам 

Одним из основных способов решения задач является их сведение к решению такого набора подзадач, чтобы, исходя из решений подзадач, было возможно получить решение исходной задачи. 

При этом для решения исходной задачи может потребоваться решение одной или нескольких подзадач. 

	Пример #2. 

	
	Найти наибольший общий делитель (НОД) двух натуральных чисел N и M. 

	Если числа равны, то их НОД равен одному из чисел, т. е. НОД(N, M) = N. 

Рассмотрим случай, когда числа не равны. Известно, что 

НОД(N, M) = НОД(N, M + N) = НОД(N + M, M).
Кроме того, при N>MНОД(N,M)=НОД(N-M,M), а при M>NНОД(N,M)=НОД(N,M-N). 

Последние соотношения и обеспечивают основной принцип сведения решения задачи к подзадачам: значение одного из параметров стало меньше, хотя их количество и осталось прежним. 

Таким образом, решение задачи нахождения НОД(N, M) при различных значениях N и M сводится к двум подзадачам: 

· НОД(N - M, M), если N > M; 

· НОД(N, M - N), если M > N. 


	Пример #3. 

	
	Рассмотрим задачу нахождения суммы N элементов таблицы A. 

	Пусть функция S(N) соответствует решению нашей исходной задачи. Эта функция имеет один аргумент N - количество суммируемых элементов таблицы A. Понятно, что для поиска суммы N элементов достаточно знать сумму первых N - 1 элементов и значение N-го элемента. Поэтому решение исходной задачи можно записать в виде соотношения 

S(N) = S(N - 1) + aN.
Следует отметить, что это соотношение справедливо для любого количества элементов N≥1. 

Это соотношение можно переписать в виде 

S(i) = S(i - 1) + ai при i≥1,
S(0) = 0.
Последовательное применение первого соотношения при i = 1, 2, ..., N и используется при вычислении суммы N элементов, при этом вычисление функции производится от меньших значений аргументов к большим. 

S[0]: = 0;

for i:= 1 to N do               {1. 1}

 S[i]: = S[i - 1] + a[i];

В S[i] хранится значение функции S(i). 

Здесь и далее в круглых скобках будут записываться аргументы функции, а в квадратных - индексы элементов массива. При этом имя функции и имя массива, в котором хранится значение этой функции, могут совпадать. 

Индекс у S может быть опущен, но смысл соотношения при этом остается прежним. Это связано с тем, что для вычисления следующего элемента таблицы S необходимо знать только предыдущий. 


	Упражнение #1. 

	a)
	нахождения произведения N элементов таблицы A; 

	b)
	нахождения максимума N элементов таблицы A. 


Понятие рекуррентного соотношения 

Найденный способ сведения решения исходной задачи к решению некоторых подзадач может быть записан в виде соотношений, в которых значение функции, соответствующей исходной задаче, выражается через значения функций, соответствующих подзадачам. При этом важнейшим условием сведения является тот факт, что значения аргументов у любой из функций в правой части соотношения меньше значения аргументов функции в левой части соотношения. Если аргументов несколько, то достаточно уменьшения одного из них. 

Особенно хочется обратить внимание на то, что соотношения должны быть определены для всех допустимых значений аргументов. 

	Пример #4. 

	
	Вычислить сумму S=1+1/x+1/x2+...+1/xN при x, не равном 0. 

	Как и в предыдущем примере можно записать следующее соотношение: 

S(i) = S(i - 1) + a(i), i≥1, где
a(i) = 1/xi, а
S(0) = 1.
Конечно, можно и эти соотношения использовать для написания программы. При этом у нас возникла новая задача - найти способ вычисления a(i). Для этого можно воспользоваться тем же приемом - попытаться вычислить a(i) через значение a(i - 1). Соотношение между значениями a(i) и a(i - 1) имеет следующий вид: 

a(i) = a(i - 1)/x, i≥1 

a(0) = 1 

Поэтому поставленную задачу можно решить следующим образом. 

S[0] := 1;

a[0] := 1;

for i := 1 to N do        {1. 2}

begin

 a[i] := a[i - 1]/x;

 S[i] := S[i - 1] + a[i]

end;

Отметим, что и в этом случае индексы при S и a можно опустить в связи с тем, что для вычисления текущего элемента каждой из таблиц достаточно знать только значение предыдущего элемента. 


Соотношения, связывающие одни и те же функции, но с различными аргументами, называются рекуррентными соотношениями или рекуррентными уравнениями. 
Правильные рекуррентные соотношения 

Правильными рекуррентными соотношениями ( уравнениями ) будем называть такие рекуррентные соотношения, у которых количество или значения аргументов у функций в правой части соотношения меньше количества или, соответственно, значений аргументов функции в левой части соотношения. Если аргументов несколько, то достаточно уменьшения одного из аргументов. 
Особенно хочется обратить внимание на то, что соотношения должны быть определены для всех допустимых значений аргументов. Поэтому должны быть определены значения функций при начальных значениях параметров. 

В приведенных примерах соотношения связывали функции только с двумя различными параметрами: S(i) и S(i - 1), а также a(i) и a(i - 1) для любого натурального i. При этом были определены начальные значения S(0) и a(0). 

Отметим, что без этих начальных значений рекуррентное соотношение 

	S(i) = S(i - 1) + ai, i≥1,
	


было бы неправильным, так как оно не определено при i = 1. 

	Упражнение #2. 

	a)
	вычислить Σ(-1)ixi/i! для i=1,...,n; 

	b)
	Cnm = n!/((n-m)!m!), 


	Упражнение #3. 

	Написать рекуррентную формулу для подсчета числа палиндромов, состоящих из К цифр в Р-ричной системе счисления. 


	Упражнение #4. 

	Написать рекуррентную формулу для подсчета количества различных укладок плитками размера 1х2 коридора размера 2хN. При N=2 таких укладок две: 
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Использование таблиц при решении подзадач

Важнейшим моментом при решении задачи является способ сведения задачи к подзадачам. Но не менее важным вопросом является и способ построения решения исходной задачи из решений подзадач. Одним из наиболее эффективных таких способов является использование таблиц для запоминания результатов решения подзадач. Такой метод решения задач называется методом динамического программирования. 

Задача может быть формализована в виде функции, которая зависит от одного или нескольких аргументов. Если взять таблицу, у которой количество элементов равно количеству всех возможных различных наборов аргументов функции, то каждому набору аргументов может быть поставлен в соответствие элемент таблицы. Вычислив элементы таблицы (то есть, решив подзадачи), можно найти и решение исходной задачи. 

Одним из способов организации таблиц является такой подход, когда размерность таблицы определяется количеством аргументов у функции, соответствующей подзадаче. 

	Пример #1. 

	
	Определить, сколькими различными способами можно подняться на 10-ю ступеньку лестницы, если за один шаг можно подниматься на следующую ступеньку или через одну. 

	Пусть K(10) -количество способов подъема на 10 ступеньку. Определим подзадачу K(i) нашей задачи, как количество способов подъема на i-ю ступеньку. 

Исходя из условия задачи, на 10 ступеньку можно подняться непосредственно с 8-й и 9-й ступенек. Поэтому, если мы знаем количество способов подъема K(8) и K(9) на 8 и 9 ступеньки соответственно, то количество способов подъема на 10 ступеньку может быть определено как K(10) = K(8) + K(9). 

Такое соотношение получается потому, что любой способ подъема на 8-ю ступеньку превращается в способ подъема на 10-ю ступеньку добавлением перешагивания через 9-ю. А любой способ подъема на 9-ю ступеньку превращается в способ подъема на 10-ю добавлением одного шага. Все эти способы различны. Аналогичное соотношение справедливо для любой ступеньки i, начиная с третьей, т.е. 

K(i) = K(i - 2) + K(i - 1).
Осталось определить значения K(1) и K(2), которые равны: K(1) = 1, K(2) = 2. 

Следовательно, для решения задачи достаточно одномерной таблицы с 10 - ю элементами, для которой необходимо последовательно вычислить значения элементов таблицы согласно приведенным выше рекуррентным соотношениям. Сделаем это посредством последовательных вычислений. 

K[1] := 1;

K[2] := 2;

For  i := 3 to 10   do

 K[i] := K[i - 1] + K[i - 2]

Таким образом, размерность таблицы, достаточная для реализации рекуррентных соотношений, определяется количеством аргументов у функций, соответствующих подзадачам. Количество же элементов по каждой размерности (количество элементов в строках, столбцах) определяется количеством возможных значений соответствующего аргумента. 


	Задача #1. Фишка на поле (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Рассмотрим прямолинейное поле длины N, в первой клетке которого стоит игровая фишка. За один ход мы можем переместить ее на не более чем K клеток вперед. Требуется подсчитать количество различных способов прохода фишкой поля от позиции 1 до позиции N. 

Формат входных данных
Входной файл содержит два числа целых -- N (2<=N<=30) и K (0<=K<=30). 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать искомое количество путей. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
4 2

3




	Задача #2. Двойные единицы (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Среди всех N-битных двоичных чисел найти количество таких, у которых в двоичной записи нет подряд идущих k единиц. 

Формат входных данных
Входной файл содержит два числа целых -- N (2<=N<=30) и K (0<=K<=30). 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать одно число -- ответ на задачу. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
4 2

8




	Задача #3. Файловая система (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	В файловой системе настенного персонального компьютера ВС-1 (Висячая Система) файлы организованы в каталоги. В компьютере нет понятия устройства, и поэтому полное имя файла является строкой, состоящей из имен каталогов и имени файла, разделенных символом "\", причем "\" не может быть ни первым, ни последним символом, а также встречаться два раза подряд. Имя файла (каталога) может быть произвольной длины, но длина полного имени файла не может быть длиннее N символов. В качестве символов, допустимых к употреблению в именах файлов (каталогов), могут использоваться символы из алфавита, состоящего из K букв (символ "\" не входит в их число). 

Для данных N и K определить максимальное число файлов, которое можно записать на данный компьютер. 

Формат входных данных
Входной файл содержит два целых числа -- N (1<=N<=10) и K (1<=K<=5) 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать одно число -- ответ на задачу. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3 2

18




	Пример #5. 

	
	В заданной числовой последовательности A[1.. N] определить максимальную длину последовательности подряд идущих одинаковых элементов. 

	Пусть L(i) обозначает максимальную длину последовательности, последним элементом которой является элемент с номером i. Тогда значение L(i+1) может быть либо на 1 больше L(i), если элементы А(i+1) и А(i) равны, либо L(i+1) будет равно 1, так как перед элементом с номером i+1 стоит отличный от него элемент. Максимальное значение L(i) при i=1,...,N и соответствует решению задачи. 

L[1]:=1;

For i:=2 to N do

      if A[i-1]=A[i]  then

       L[i]:=L[i-1]+1

     else

       L[i]:=1;

   IndL:=1;

For i:=2 to N do

      if L[i]>L[IndL]  then

       IndL:=i;

                


	Задача #4. Максимальная сумма (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	В заданной числовой последовательности A[1..N] найти максимальную сумму подряд идущих элементов. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит число N (1<=N<=1000). Следующие строки содержат элементы последовательности, A[i] (-100<=A[i]<=100), разделнные пробелами и/или переводами строк. 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать единственное число -- максимальную возможную сумму. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3

5 -3 6

8




	Пример #7. 

	
	Для заданной числовой последовательности A[1.. N] найти максимальную длину строго возрастающей подпоследовательности элементов (не обязательно идущих подряд, но обязательно в порядке увеличения индексов) последовательности A. 

	Пусть L(i) обозначает максимальную длину последовательности, последним элементом которой является элемент с номером i. Тогда значение L(i+1) может, в лучшем случае, быть на 1 больше одного из тех значений L(j), j=1,...i-1, для которых выполняется соотношение А(j)<А(i). Т.е. элемент с номером i может продлить подпоследовательность. Максимальное значение L(i) при i=1,...,N и соответствует решению задачи. 

For  i:=1 to N do

    L[i] := 1;

For  i:=2 to N do

   For  j:=1 to i-1 do

      if A[j]>=A[i]  then

       L[i]:=L[j]+1;

  IndL:=1;

For  i:=2 to N do

      if L[i] > L[IndL]  then

       IndL:=i;

                


	Задача #5. Максимальная подпоследовательность - 1 (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Для заданной числовой последовательности A[1..N] найти длину максимальной подпоследовательности в которой, каждый элемент делится нацело на все предыдущие. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит число N (1<=N<=1000). Следующие строки содержат элементы последовательности, A[i] (-100<=A[i]<=100), разделнные пробелами и/или переводами строк. 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать длину искомой подпоследовательности. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
5

5 -3 6 0 -10

3




	Задача #6. Максимальная подпоследовательность - 2 (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Для заданной последовательности трехмерных параллелепипедов найти длину максимальной подпоследовательности, каждый элемент которой содержит в себе все предыдущие. Параллелепипед может располагаться в пространстве любым из способов, при которых его ребра параллельны осям координат. Один параллелипипед вложен в другой, если их можно расположить таким образом, что размеры первого меньше либо равны соотвествующим размерам второго и при этом хотя бы один из размеров первого строго меньше соответствующего размера второго. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит число M -- количество параллелепипедов (1<=M<=100). Далее идет описание последовательности, т.е. M троек чисел xi, yi, zi (1<=xi,yi,zi<=100) 

Формат выходных данных
Выходной файл должен содержать единственное число -- искомую длину. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3

1 1 1 1 1 1 1 2 1

2




Использование двумерных таблиц. Восстановление структуры решения

Вычисление элементов двумерной таблицы 

На предыдущем уроке были рассмотрены задачи, для которых функция в рекуррентном соотношении содержала только один аргумент, а значит, для реализации было достаточно использовать одномерные массивы. Однако достаточно часто могут использоваться функции с большим числом аргументов. 

	Пример #1. 

	
	По матрице A[1..N, 1..N] построить матрицу B[1..N, 1..N]. Элемент B[i, j] равен максимальному из элементов матрицы А, принадлежащему части, ограниченной справа диагоналями, проходящими через A[i, j] (см. таблицу). 
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	Решение задачи состоит в использовании некоторой процедуры, которая по заданным координатам (номеру строки i и номеру столбца j) элемента определяет максимальное значение элементов, расположенных в нужной части матрицы A. 

Для элементов первого столбца матрицы В справедливо соотношение B[i, 1] = A[i, 1], i = 1, ... N. Вычисление же других столбцов можно проводить следующим образом: 

B[i, j] = max(A[i, j], B[i - 1, j - 1], B[i, j - 1], B[i + 1, j - 1]).
При этом необходимо учитывать, что индексы элементов должны находится в пределах границ массива. 


	Упражнение #1. 

	По матрице A[1..N, 1..N] построить матрицу B[1..N, 1..N]. Элемент B[i, j] равен максимальному из элементов матрицы А, принадлежащему части, ограниченной справа диагональю, проходящими через A[i, j] (см. таблицу). 
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	Пример #2. 

	
	В таблице c N строками и M столбцами, состоящей из 0 и 1, необходимо найти квадратный блок максимального размера, состоящий из одних единиц. Под блоком понимается множество элементов соседних (подряд идущих) строк и столбцов таблицы. Интересующая нас часть показана на рис. 1. 
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1
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1
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0
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Рис. 1.



	Положение любого квадратного блока может быть определено его размером и положением одного из его углов. 

Пусть T(i, j) есть функция, значение которой соответствует размеру максимального квадратного блока, состоящего из одних единиц, правый нижний угол которого расположен в позиции (i, j). Функция T(i, j) вычисляет элемент таблицы B[i, j]. Для примера на рис. значения T(i, j) будут иметь вид 
i\j
1

2

3

4

5

6

1

1

1

1

1

1

1

2

0

1

2

2

0

1

3

1

1

2

3

1

1

4

1

2

0

1

2

2

5

1

0

1

1

0

1

Таким образом, наша задача свелась к вычислению максимального значения функции Т при всевозможных значениях параметров i и j. Этой функции может быть поставлена в соответствие таблица размера N*M. 

Определим сначала значения элементов таблицы В, расположенных в первой строке и в первом столбце. Получим: 

В(1, 1) = А[1, 1],
В(1, j) = А[1, j] при j≥2,
В(i, 1) = A[i, 1] при i≥2.
Эти соотношения следуют из того факта, что в этих случаях рассматриваемая область матрицы А содержит только один элемент матрицы. 

При 2≤i≤N и 2≤j≤M для этой функции можно записать следующие рекуррентные соотношения: 

B[i, j] = 0, если A[i, j] = 0 и 
B[i, j] = min{B[i - 1, j], B[i, j - 1], B[i - 1, j - 1]} + 1, если A[i, j] = 1 

Первое соотношение показывает, что размер максимального единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) равен нулю в случае A[i, j] = 0. 

Убедимся в правильности второго соотношения. Действительно, величина B[i - 1, j] соответствует максимальному размеру единичного блока таблицы A с правым нижним углом в позиции (i - 1, j). Тогда размер единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) не превышает величину B[i - 1, j] + 1, так как к блоку в позиции (i - 1, j) могла добавиться только одна строка. Величина B[i, j - 1] соответствует максимальному размеру единичного блока таблицы A с правым нижним углом в позиции (i, j - 1). Тогда размер единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) не превышает величину B[i, j - 1] + 1, так как к блоку в позиции (i - 1, j) мог добавиться только один столбец. Величина B[i - 1, j - 1] соответствует максимальному размеру единичного блока таблицы A с правым нижним углом в позиции (i - 1, j - 1). Тогда размер единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) не превышает величину B[i - 1, j - 1] + 1, так как к блоку в позиции (i - 1, j - 1) могли добавиться только одна строка и один столбец. Итак, размер единичного блока с правым нижним углом в позиции (i, j) равен min{B[i - 1, j], B[i, j - 1], B[i - 1, j - 1]} + 1. 

В[1, 1]: = A[1, 1];

For  j:=2 to 6 do

 В[1, j]: = A[1, j];

for i:= 2 to 5 do

 В[i, 1]: = A[i, 1];

for i:=2 to  5 do

   for j:=2 to 6 do

      if A[i, j]: = 1 then

       begin

          B[i, j]: = min(B[i, j - 1], B[i - 1, j]);

           B[i, j]: = min(B[i, j], B[i - 1, j - 1]) + 1

       end

     else

           B[i, j]: = 0;

                    


	Задача #1. Минимальный штраф - 1 (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Задана матрица натуральных чисел A[1..N, 1..M], m<=n. За каждый проход tчерез клетку (i, j) взимается штраф A[i, j]. Необходимо определить путь с минимальным суммарным штрафом, с которым можно пройти из клетки (1, 1) в клетку (n, m). При этом из текущей клетки можно переходить в любую из 3-х соседних клеток, стоящих в строке с номером, на 1 большим текущего номера строки. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит числа N и M (1<=N, M<=100). Следующие строки входного файла содержат N*M натуральных чисел A[i, j] (1<=A[i, j]<=100). 

Формат выходных данных
В первой строке выходного файла должен быть записан минимальный штраф. В каждой из следущих N строк должны быть записаны два по числа xi, yi -- i-ая клетка искомого пути. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3 2

2 1 3 4 2 3

8

1 1

2 1

3 2




	Задача #2. Минимальный штраф - 2 (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Задана матрица натуральных чисел A[1..N, 1..M]. За каждый проход через клетку (i, j) взимается штраф A[i, j]. Необходимо определить путь с минимальным суммарным штрафом, с которым можно пройти из некотрой клетки первой строки в некоторую клетку N-ой строки. При этом из текущей клетки можно переходить в любую из 3-х соседних клеток, стоящих в строке с номером, на 1 большим текущего номера строки. 

Формат входных данных
Первая строка входного файла содержит числа N и M (1<=N, M<=100). Далее идет N*M натуральных чисел A[i, j] (1<=A[i, j]<=100) 

Формат выходных данных
Первая строка выходного файла должна содержать штраф. В каждой из следующих N строк должны быть записаны два числа xi, yi -- i-ая клетка искомого пути. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
3 2

2 1 3 4 2 3

6

1 2

2 1

3 1




Способы нахождения структуры решения 

Все приведенные ранее решения давали только количественную характеристику решения, т.е. значение функции. Во многих случаях требуется знание и структуры решения (например, последовательность ходов для Задания #R3-1, индексы элементов найденной подпоследовательности в Задание #R2 -5). 

1. Восстановление решения по матрице. 
	Пример #5. 

	
	Для заданной числовой последовательности A[1.. N] найти максимальную длину подпоследовательности, что каждый последующий элемент подпоследовательности делился нацело на все предыдущие. Входными параметрами является число N и последовательность из N целых чисел, 1≤N≤100, |А(i)|≤100, i=1,...,N. Кроме того, необходимо указать сами элементы последовательности. 

	Вход

Ответ

N=5

3

5 -3 6 0 -10

-3 6 0

Обозначим через К(i) значение функции, которая равна длине максимальной подпоследовательности в числовой последовательности А, последним элементом которой равен элемент с индексом i. 

Понятно, что нам необходимо найти значение функции К(N). Таким образом, для решения задачи достаточно последовательно вычислить значения К(i) для всех значений i от 1 до N. 

В силу условия задачи, для вычисления значения К(i+1) достаточно использовать предыдущие значения К(j), j=1,...i, причем только те из них, для которых выполняется условие А[i+1] mod A[j] = 0. Таким образом, 

К(i+1)=max{ К(j) }+1 

j=1,...i,
А[i+1] mod A[j] = 0 

или равно 1, если (i+1)-й элемент не делится ни на один предыдущий. Для приведенного примера функции К будет соответствовать массив К 

i
1

2

3

4

5

A

5

-3

6

0

-10

E

1

1

2

3

2

Из матрицы К видно, что максимальная длина подпоследовательности равна 3, при этом последним элементом такой последовательности является 4-й элемент. Для определения номера предпоследнего (а он является последним элементом подпоследовательности, длина которой на единицу меньше максимальной длины), достаточно найти такой индекс j, для которого выполняются соотношения j=1,...i, А[i] mod A[j] = 0 и К[i] - К[j] =1. 

Зная предыдущий элемент (элемент с индексом 2), аналогичным образом можно найти элемент, стоящий перед ним. Процесс заканчивается тогда, когда будет найден элемент, который является начальным элементом подпоследовательности (для которого значение функции К равно 1). 

Нетрудно заметить, что элементы подпоследовательности (структура решения) восстанавливается точно в обратном порядке, в котором происходило заполнение матрицы, соответствующей подзадачам решаемой задачи. 


Определение параметров задачи, участвующих в рекуррентном соотношении. Восстановление структуры решения

Для задач предыдущих уроков были достаточно очевидны рекуррентные соотношения, причем параметрами функции были только количество исходных элементов. Однако на практике очень часто в качестве параметров выступают и другие значения. Например общая сумма, максимальные значения элементов и тому подобные. 

	Пример #1. 

	
	Имеется 5 неделимых предметов. Для каждого предмета известна его масса (в кг.). Величины массы являются натуральными числами. Ваша цель состоит в том, чтобы определить, существует ли несколько предметов, суммарная масса предметов которого ровно 16 кг. Если такой набор существует, то требуется определить список предметов в наборе. 

	Пусть массы всех предметов хранятся в таблице M. Элемент Mi соответствует i-му предмету. 

Через Т обозначим функцию, значение которой равно 1, если искомый набор имеется, и равно 0, если такого набора нет. Аргументами у этой функции будут количество предметов и требуемая суммарная масса набора. 

Для нашей задачи Т(5,16) определим подзадачи Т(i,j), где i обозначает количество начальных предметов, из которых можно осуществлять выбор, а j определяет требуемую суммарную массу требуемого набора. Отметим, что определенный таким образом первый параметр i определяет, как количество предметов для подзадачи, так и значения масс из M. 

Определим сперва начальные значения функции T. При нулевых значениях одного из аргументов имеем: 

T(0,j)=0 при j≥1, {нельзя без предметов набрать массу j>0}
T(i,0)=0 при i≥1. {всегда можно набрать нулевую массу}
Определим возможные значения функции T(i,j) при ненулевых значениях аргументов. 

Решение подзадачи, соответствующей функции T(i,j) может быть сведено к двум возможностям: брать предмет с номером i в набор или нет. 

Если предмет не берется, то решение задачи с i предметами сводится к решению подзадачи с i-1 предметами, т.е. T(i,j)=T(i-1,j). Если предмет c номером i берется, то это уменьшает суммарную массу для i-1 первых предметов на величину M[i], т.е. T(i,j)=T(i-1,j-M[i]). 

При этом необходимо учитывать, что вторая ситуация возможна только тогда, когда масса i-го предмета не больше значения j. 

Теперь для получения решения нам необходимо выбрать лучшую из этих двух возможностей. Поэтому рекуррентное соотношение при i≥1 и j≥1 имеет вид: 

T(i,j)=T(i-1,j) при j<M[i];
T(i,j)=max(T(i-1,j),T(i-1,j-M[i])) при j≥M[i].
Пусть заданы следующие значения масс для 5 предметов: 

M[1]=4;
M[2]=5;
M[3]=3;
M[4]=7;
M[5]=6.
Таблица значений функции T, которую мы также назовем T, выглядит следующим образом: 

i\j

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

0

1

0

0

0
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0
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0
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0
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0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
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1

0

0

0

1

1

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

3

1

0

0

1

1

1

0

1

1

1

0

0

1

0

0

0

0

4

1

0

0

1

1

1

0

1

1

1

1

1

1

0

1

1

1

5

1

0

0

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Следовательно, Т(5,16)=1, и набор существует. Для определения списка предметов в наборе будем поступать следующим образом. Рассмотрим элементы Т(5,16) и Т(4,16). Так как значения обоих этих элементов равны, то это значит, что можно набрать массу 16 кг. c помощью первых четырех предметов, т.е. предмет 5 в возможный набор можно не включать. 

Теперь рассматриваем элементы Т(4,16) и Т(3,16). Их значения не равны, а это значит, что предмет 4 должен быть обязательно включен в возможный набор (без предмета 5). Поэтому предмет 4 включается в набор, а оставшаяся требуемая масса других элементов набора равна 16-М(4)=16-7=9. Рассматриваем элементы Т(3,9) и Т(2,9). Их значения равны, а значит, предмет 3 в набор не включаем. 

Рассматриваем элементы Т(2,9) и Т(1,9). Их значения не равны, а это значит, что предмет 2 должен быть обязательно включен в возможный набор (без предметов 3, 5). Поэтому предмет 2 включается в набор, а оставшаяся требуемая масса других элементов набора равна 9-М(2)=9-5=4. 

Наконец, рассматриваем элементы Т(1,4) и Т(0,4). Их значения не равны, а это значит, что предмет 1 должен быть обязательно включен в возможный набор, а оставшаяся требуемая масса других элементов набора равна 0. 

Таким образом, в искомый набор входят элементы 1, 2, 4. Ниже предлагается программа, реализующая изложенный алгоритм. 

T[0, 0] := 1;

for j := 1 to 16 do T[0, j] := 0;

for i := 1 to  5 do T[i, 0] := 0;

for i := 1 to 5 do begin

  for j := 1 to 16 do begin

    if j >= M[i] then begin

       T[i, j] = max(T[i - 1, j], T[i - 1, j - M[i]])

    end else begin

       T[i, j] = T[i - 1, j];

    end;

  end;

end;

sum := 16;

if T[5, 16] = 1 then begin

  for i := 5 downto 1 do begin

    if T[i, sum] = T[i - 1, sum] then begin

       writeln (i, "---No")

    end else begin

       writeln (i, "---Yes");

       sum := sum - M[i];

    end;

  end;

end else begin

  writeln("No solution");

end;

                


	Задача #1. Рюкзак - 1 (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Имеется N неделимых предметов. Для каждого предмета известна его стоимость (в рублях) и масса (в кг.). Величины стоимости и массы являются натуральными числами. Ваша цель состоит в том, чтобы определить, существует ли набор, суммарная масса предметов которого ровно K кг. Если такой набор существует, то требуется определить такой список предметов в наборе, чтобы их суммарная стоимость была максимальной. При этом каждый предмет может входить в набор только один раз. 

Формат входных данных
В первой строке входного файла находятся два числа N и K (1<=N,K<=100). Далее идет N пар натуральных чисел m[i] -- масса i-ого предмета и c[i] -- стоимость i-го предмета (1<=m[i],c[i]<=100). 

Формат выходных данных
Если искомого набора не существует, выходной файл должен содержать одно число -1, иначе файл должен соджержать максимальную стоимость и предметы, входящие в соответствующий набор. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
5 16

4 5 5 7 3 4 7 9 6 8

21

1 2 4




	Задача #2. Рюкзак - 2 (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Дан массив чисел А[1..N], элементы которого являются натуральными числами. Определить, можно ли заданное число K разложить на слагаемые таким образом, чтобы в качестве слагаемых использовались только числа из массива А, при этом каждое число не более 1-го раза. 

Формат входных данных
В первой строке входного файла содержатся два числа N и K (1<=N,K<=1000). Далее идет N натуралдьных чисел A[i] (1<=A[i]<=100). 

Формат выходных данных
Если такой набор существует, в выходной файл необходимо вывести YES, иначе вывести NO. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
4 10

4 3 1 5

YES




	Задача #3. Рюкзак - 3 (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Дан массив чисел А[1..N], элементы которого являются натуральными числами. Определить, можно ли заданное число K разложить на слагаемые таким образом, чтобы в качестве слагаемых использовались только числа из массива А, каждое число использовалось не более одного раза и при этом число слагаемых должно быть минимаьлно. 

Формат входных данных
В первой строке входного фала содержатся два числа N и K (1<=N,K<=1000). Далее идут N натуральных чисел A[i] (1<=A[i]<=100). 

Формат выходных данных
Если такой набор существует, в выходной файл необходимо вывести YES и одно число -- количество слагаемых, иначе вывести NO. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
4 6

4 3 1 2

YES 2




	Задача #4. Два рюкзака - 1 (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Дан массив чисел А[1..N], элементы которго являются натуральными числами. Требуется определить, можно ли эти числа разбить на два подмножества с одинаковой суммой элементов. 

Формат входных данных
В первой строке входного файла находится число N (1<=N<=100). Далее идет N натуральных чисел A[i] (1<=A[i]<=100). 

Формат выходных данных
Если искомое разбиение существует, в выходной файл необходимо вывести YES, иначе вывести NO. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
4

4 3 1 2

YES




	Задача #5. Два рюкзака - 2 (Отправить)

	Имя входного файла

input.txt
Имя выходного файла

output.txt
Максимальное время работы на одном тесте

2 секунды


	Дан массив чисел А[1..N], элементы являются натуральными числами. Требуется разбить эти числа разбить на два подмножества, чтобы сумма элементов в подмножествах отличалась минимальным образом. Входными параметрами являются N, и N натуральных чисел. Ответом должны быть номера элементов первого множества. 

Формат входных данных
В первой строке входного файла находится число N (1<=N<=100). Далее идет N натуральных чисел A[i] (1<=A[i]<=100). Сумма всех A[i] не превосходит 1000. 

Формат выходных данных
В выходной файл необходимо вывести разницу p (p>=0) и затем вывести номера элементов из первого множества. 

Пример входного файла
Пример выходного файла
4

4 3 1 2

0 1 3




Использование двумерной матрицы в примере 1 позволяет восстановить структуру решения. Однако из правила вычисления элементов таблицы видно, что для вычисления значений в текущей строке достаточно знать значения только в предыдущей строке. Более того, значения очередной строки можно вычислить, прямо на месте предыдущей. Это можно сделать, если вычислять значения элементов не слева направо, а справа налево, т.е. идя с конца массива в начало. Дело в том, что если вычислять значения элементов слева направо, то возможно многократное использование массы некоторого предмета в наборе, тогда как при вычислении справа налево это невозможно. Поэтому, для вычисления значения функции Т достаточно использовать одномерный массив, размер которого ограничен требуемой суммарной массой плюс 1, вначале, значение нулевого элемента равно 1, а всех остальных равно 0. 

      T[0, 0] := 1;

for i:=1 to 5 do

        T[i, 0] := 0;

      for i:=1 to 5 do

        for j:=16 downto M[i] do

          T[j] := max(T[j], T[j - M[i]]);

Однако при этом уже невозможно прямо восстановить структуру решения. Чтобы устранить этот недостаток, обычно используется подход, при котором для каждой позиции запоминается позиция-предшественник, из которой мы в нее попали в текущую позицию. Эта позиция определяется аргументом, на котором достигаемся оптимум (максимум, минимум) рассматриваемой функции. В данном случае для каждой позиции i можно определить номер первого предмета, для которого значение Т(i, j) стало максимальным (в данном случае равным единице). 

{Вычисление значений и запоминание предшественника (Father)}

T[0] := 1;

Father[0]:=0

for j:=1 to 16 do

  begin

    T[j] := 0;

    Father[j]:=0

  end;

for i:=1 to 5 do

  for j:=16 to M[i] do

    if  T[j] < T[j - M[i]]  then

      begin

        T[j] := T[j - M[i]] ;

        Father[j]:=i;

      end;

{Восстановление решения}

   sum:=16;

    i:= Father[sum];

    While (i>0) do

      Begin

        Writeln(i);

        sum:=sum-M[i];

        i:= Father[sum];

      End;

Восстановление структуры решения. Использование многомерных таблиц

Для задач предыдущих уроков были рассмотрены рекуррентные соотношения, которые сводились к поиску возможного представления числа в виде линейной комбинации из заданных чисел. Однако на практике лучшему разбиению не всегда соответствует оптимальное решение. 

	Пример #1. 

	
	На складе имеется 5 неделимых предметов. Для каждого предмета известна его стоимость (в рублях) и масса (в кг). Величины стоимости и массы являются натуральными числами. Ваша цель состоит в том, чтобы определить максимальную суммарную стоимость предметов, которые можно унести со склада при условии, что суммарная масса предметов не должна превышать 16 кг. 

	Пусть элемент Ci таблицы C соответствует стоимости, а элемент Mi таблицы M - массе i-го предмета. Будем считать, что предметы пронумерованы в порядке их следования в таблицах. Вы можете возразить: C и M - не таблицы, а вектора! Что ж, Вы правы, но не будем придираться к терминологии. Будем считать вектор одномерной, вырожденой таблицей. 

Пусть T обозначает функцию, значение которой соответствует решению нашей задачи. Аргументами функции является количество предметов (по этому аргументу можно определить их стоимости и массы соответствующих предметов), а также максимальная суммарная масса, которую можно унести. 

Определим подзадачи T(i, j), где i обозначает количество начальных предметов, из которых можно осуществлять выбор, а j определяет максимально возможную суммарную массу уносимых предметов. Отметим, что задаваемый таким образом первый параметр i, определяет, как количество предметов для подзадачи, так и значения их стоимостей и масс, известных из таблиц C и M. 

Определим сначала начальные значения функции T. При нулевых значениях одного из аргументов значение функции равно нулю: 

T(0,0)=0 

T(0,j)=0 при j≥1,
T(i,0)=0 при i≥1.
Что можно сказать о возможных значениях функции T(i, j) при ненулевых значениях аргументов? 

Решение подзадачи, соответствующей функции T(i, j) может быть сведено к двум возможностям: уносится предмет с номером i или нет. 

Если предмет не уносится, то решение задачи с i предметами сводится к решению подзадачи с i-1 предметом, т. е. 

T(i,j)=T(i-1,j).
Если предмет c номером i уносится, то это уменьшает максимально возможную суммарную массу для i-1 первого предмета на величину M[i]. Одновременно при этом увеличивая значение решения для оставшихся предметов T(i-1,j-M[i]) на величину C[i], т. е. 

T(i,j)=T(i-1,j-M[i])+C[i].
При этом необходимо учитывать, что вторая ситуация возможна только тогда, когда масса i-го предмета не больше значения j. 

Для получения наилучшего решения необходимо выбрать лучшую из этих двух возможностей. Поэтому рекуррентное соотношение при i≥1 и j≥1 имеет вид 

T(i,j)=T(i-1,j) при j<M[i] и
T(i,j)=max(T(i-1,j),T(i-1,j-M[i]) + C[i]) при j≥M[i]. 

Пусть заданы следующие значения стоимости и массы для 5 предметов: 

C[1] = 5, M[1] = 4;
C[2] = 7, M[2] = 5;
C[3] = 4, M[3] = 3;
C[4] = 9, M[4] = 7;
C[5] = 8, M[5] = 6.
Таблица значений функции T, которую мы также назовем T, выглядит следующим образом: 

i\j
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0

0

0
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21

Следовательно, решение задачи T(5,16)=21. Однако это не значит автоматически, что суммарная масса уносимых предметов равна 16. Действительно, T(1,16)=5, а соответствующая этой подзадаче суммарная масса предметов равна 4. Рассмотренная задача является широко известной "задачей о рюкзаке". 

T[0, 0] := 0

 for j:= 1 to 16 do

   T[0, j] := 0;

 for i:=1 to 5 do

   T[i, 0] := 0

 for  i:=1 to 5 do

   for j:=1 to 16 do

     if j >= M[i] then

       T[i, j] := max(T[i - 1, j], T[i - 1, j - M[i]] + C[i])

     else

           T[i, j] := T[i - 1, j]

                


Вычисление элементов многомерных таблиц. 

	Пример #2. 

	
	В магазине каждый товар имеет цену. Например, цена одного цветка равна 2 рубля, а цена одной вазы равна 5 рублей. Чтобы привлечь покупателей, магазин ввел скидки. 

Скидка заключается в том, чтобы продавать набор одинаковых или разных товаров по пониженной цене. Например, три цветка за 5 рублей вместо 6, если покупать цветки по отдельности. Или две вазы вместе с одним цветком за 10 рублей вместо 12. 

Сформулируем задачу в более общем виде. Пусть имеется М наборов, для которых действует система скидок. Каждый набор j (j=1,...M), характеризуется стоимостью Вj и соответствующим количеством товара в наборе (j1, j2, j3, j4, j5). Покупка определяется набором Р=(р1, р2, p3, р4, р5), где значение pi, i=1,...,5 задает, сколько единиц товара должно находиться в корзине (1≤pi≤5). Оптимальное решение должно быть получено посредством скидок. Набор товаров, который требуется купить, нельзя дополнять ничем, даже если бы это снизило общую стоимость набора. 

Напишите программу, вычисляющую наименьшую цену, которую покупатель должен заплатить за заданную покупку. 

	Обратите внимание, что общее количество товаров в корзине может быть не более 5*5=25 единиц. Поэтому можно рассмотреть функцию С(i1, i2, i3, i4, i5), 0≤i1,i2,i3,i4,i5≤5, и вычислить для нее наилучшие решения. Понятно, что С(0,0,0,0,0) равно 0. Вначале полагаем, что все остальные значения - достаточно большие числа (например, максимальная стоимость товара, умноженная на 25). Значения этих чисел должны обладать тем свойством, что их значения должны быть больше оптимального решения. После того, как начальные значения С определены, необходимо последовательно вычислить значения функции, используя для этого все возможные скидки. Поэтому, если имеется М наборов со стоимостью Вj и соответствующим количеством товара в наборе (j1, j2, j3, j4, j5), то 
С(i1,i2,i3,i4,i5)= min{С(i1-j1, i2-j2, i3-j3, i4-j4, i5-j5) +Вj},
где минимум берется по всем наборам, для которых величины 

i1-j1, i2-j2, i3-j3, i4-j4, i5-j5 - неотрицательные числа.



	Упражнение #1. 

	В связи с открытием олимпиады по информатике N человек (N≤10) решили устроить вечеринку. Для проведения вечеринки достаточно купить MF бутылок фанты, MВ бананов и MC тортов. Требуется определить минимальный взнос участника вечеринки. 

При покупке определенных наборов товара действует правила оптовой торговли: стоимость набора товара может отличаться от суммарной стоимости отдельных частей. 

Написать программу, которая по входным данным определяет минимальный взнос участника вечеринки. 

Входные данные находятся в текстовом файле с именем G5-4.IN и имеют следующий формат: 

· в первой строке находятся числа N (количество человек, ≤10) и M (количество возможных наборов, ≤100000); 

· в каждой из следующих M строк находятся 4 числа: F,B,C,S где F,B,C - количество бутылок фанты, штук бананов и тортов в наборе (0≤F,B, C≤1000), а S - стоимость набора (s≤100000). 

· в последней строке находятся числа MF, MB и MC (MF, MB, MF≤9). 

Выходные данные должны находится в текстовом файле с именем G5-4.OUT и содержать число V - минимальный взнос участника. 


Определение параметров задачи, участвующих в рекуррентном соотношении. Восстановление структуры решения

При всей похожести условий Примера 2 и Упражнения #G5-1 в занятии 5, у вас возникли определенные проблемы. Дело в том, что у вас наверняка возникли трудности при записи и реализации рекуррентного соотношения для последнего из них. Поэтому вернемся к Упражнению #G5-1 и остановимся на нем более подробно. 

	Решение Упражнения 5.1

	
	Рассматриваемая задача включает несколько новых элементов. Прежде всего, не смотря на то, что общее число наборов может быть 99999, можно ограничится только 999 наборами. Это связано с тем, что в силу ограничений задачи (MF, MB, MF≤9) достаточно иметь только наборы, у которых F, B, C не превосходят 9, а если какое-то значение превосходит 9, то мы его будем полагать равным 9. Таким образом, будем рассматривать модифицированные наборы, у которых новые значения F',B', C' вычисляются по правилу F'= min{F,9},B'=min{B,9}, C'=min{C,9}. Таких различных значений всего 999, а для каждого такого набора достаточно помнить только одну (наименьшую) стоимость. 

Теперь рассмотрим вопрос реализации рекуррентного уравнения 

Т(i1,i2,i3)=min{С(i1-Fj,i2-Bj, i3-Cj)+Sj},
где минимум берется по всем наборам, для которых величины индексов - неотрицательные числа. 

Нетрудно заметить, что формулу можно реализовывать обычным способом, но тогда значения индексов i1, i2, i3 должны меняться в пределах от 0 до 17. 

Гораздо удобнее перевычислять матрицу Т следующим образом: 

Т(min(i1+Fj,9), min{i2+Bj,9}, min{i3+Cj,9})= min{T(min(i1+Fj,9), min{i2+Bj,9}, min{i3+Cj,9}), Т(i1,i2,i3)+Sj}.
Пересчет ведется для каждого лучшего из модифицированных наборов. 

Такая реализация вычислений гарантирует, что значения индексов меняются в пределах от 0 до 9. Вычисления производятся, начиная с меньших значений индексов, при этом некоторые значения матрицы Т могут пересчитываться несколько раз в сторону уменьшения. 

Для определения величины минимального взноса достаточно в полученной матрице Т найти минимальное значение в той ее части, в которой значения индексов не меньше заданных значений MF, MB, MC, а затем поделить найденный минимум на N и округлить вверх до целого. 


	Пример #1. 

	
	На вход подаются две символьные последовательности А и В, длины которых равны, соответственно, m и n. Необходимо преобразовать последовательность В в последовательность А с минимальным суммарным штрафом, который определяется следующим образом: 

a. удаление символа из строки В - x баллов; 

b. вставка символа в строку В - y баллов; 

c. замена символа в строке В на любой другой символ -z баллов. 

Напишите программу, определяющую минимальный суммарный штраф при преобразовании строки B в строку А. 

	Через F(x,y) обозначим функцию, значение которой F(i,j) равно минимальному штрафу, с которым первые i символов строки А могут быть преобразованы в начальные j символов строки В. Для решения задачи нам необходимо вычислить значение F(m,n). 

Очевидно, что F(0,j)=j*y, т.к. необходимо вставить j символов в строку длины 0, чтобы получить строку длины j, а F(i,0)=i*x, т.к. необходимо удалить i символов из строки длины i, чтобы получить строку длины 0. В случае i>0 и j>0 можно записать следующие соотношения. 

Если i-тый символ строки А равен j-му символу строки В, т.е. Ai=Bj, то достаточно преобразовать первые (i-1) символов строки А в первые (j-1) символов строки В, а значит F(i,j)=F(i-1,j-1). 

Если i-тый символ строки А не равен j-му символу строки В, т.е. Ai≠Bj, то имеются три возможности. 

1. Преобразовываем с минимальным штрафом (i-1) символов строки А в (j-1) символов строки В, а символ Аi заменяем символов Вj. В этом случае 

F(i,j)=F(i-1,j-1)+z.
2. Удаляем символ Аi, а затем преобразовываем с минимальным штрафом первые (i-1) символов строки А в первые j символов строки В. В этом случае 

F(i,j)=F(i-1,j)+y.
3. Добавляем символ Вj в строку А после символа Ai, а затем преобразовываем с минимальным штрафом первые i символов строки А впервые (j-1) символ строки В. В этом случае 

F(i,j)=F(i-1,j)+x.
Понятно, что из этих возможностей необходимо выбрать лучшую, т.е. 

F(i,j)=min(F(i-1,j-1)+z,F(i-1,j)+y,F(i-1,j)+x).
Поэтому алгоритм состоит в последовательном вычислении значений функции F(i,j) для i от 1 до m и j от 1 до n по описанным формулам. 


Рассмотрим задачи, когда в качестве параметров выступают максимальные значения элементов. 

	Пример #2. 

	
	Для заданного числа N необходимо определить количество его различных разложений на слагаемые. Два разложения считаются различными, если они отличаются хотя бы одним слагаемым. При этом порядок слагаемых не важен. Так для числа 3 разложения 2+1 и 1+2 считаются одинаковыми. 

	Для описания пространства подзадач одним из параметров обязана быть величина числа, которое разлагается на слагаемые. Покажем, что другим параметром может быть максимальное слагаемое в его разложении. Действительно, не умаляя общности можно считать, что слагаемые в разложении упорядочены в порядке не возрастания. Тогда, зафиксировав величину первого слагаемого (например, Р), исходную задачу разложения числа Х можно свести к подзадачам. Для этого, вычтя из Х первое слагаемое, нам достаточно найти количество разложений числа Х-Р на слагаемые, причем в этих разложениях слагаемые не должны превышать Р. 

Определим функцию Т(Х,Р), которая соответствует количеству разложений числа Х на слагаемые, причем максимальное слагаемое равно Р. Тогда можно записать следующую рекуррентную формулу 

Т(Х,Р)=Т(Х-Р,Р)+Т(Х-Р,Р-1)+...+Т(Х-Р,1).
Смысл этой формулы состоит в том, что первое слагаемое соответствует количеству разложений числа Х-Р на слагаемые, причем максимальное слагаемое в каждом разложении равно Р, что второе слагаемое соответствует количеству разложений числа Х-Р на слагаемые, причем максимальное слагаемое в каждом разложении равно Р-1, и т.д. Понятно, что такие разложения заведомо отличаются друг от друга, что гарантирует правильность суммирования. 

Для получения правильного рекуррентного соотношения необходимо определить начальные значения функции. Очевидно, что 

Т(i,i)=1, а T(i,j)=0 для i<j.
Решение задачи может быть записано следующим образом. 

for i:=0 to N do

 T[i, i] := 1;

for i:=0 to N do

  for j:=i+1 to N do

     T[i,j]:=0;

for X:=1 to N do

  for P:=1 to X-1 do

    begin

      S:=1;

      for i:=P downto 1 do

        S:=S+T[X-P,i];

      T[X,P]:=S;

    end;

S:=0;

for P:=1 to N do

  S:=S+T[N,P];

                


	Пример #3. 

	
	Имеется N (N<100) дисков одинаковой толщины с радиусами R1, ... , RN. Эти диски упаковываются в коробку таким образом, что каждый из них стоит ребром на дне коробки, и все диски находятся в одной плоскости, как изображено на рисунке 1. 

Рис. 1.

Найти минимальную длину коробки, в которую все они могут быть упакованы. 

Пример: для 3 дисков с радиусами 2.0, 1.0 и 2.0 минимальная длина равна 9.65685 

	Для решения поставленной задачи воспользуемся следующими соображениями. Предположим, что уже известно положение центров первых K дисков, при котором каждый следующий упирается в один из предыдущих, и пусть X1, X2,...,XK - их (центров) координаты. При этом можно полагать, что X1=0. Для определения положения центра следующего, K+1, диска попробуем поставить его в притык к каждому из предыдущих дисков. Тогда координаты X1, X2,..., XK определяют координаты центра K+1 диска, который "упирается" в 1,2,..., K диски. Положения центров дисков после описанных манипуляций вычисляются следующим образом: 

Xi= Xi+2*SQRT(Ri*RK+1) 

Нетрудно понять, что в действительности диск K+1 примет самое "правое" из этих положений, т.е. XK+1=max{X1, X2,...,XK}. Однако было бы ошибочным полагать, что длина искомой коробки равна R1+(XN-X1)+RN. 

Чтобы правильно решить задачу, для каждого диска определим его левый и правый край следующим образом: 

Ldi=Xi-Ri
Rdi=Xi+Ri.
Тогда истинный размер искомой коробки равен L=max{Rdi}-min{Ldi}. 


Использование нескольких рекуррентных соотношений. Использование рекуррентных соотношений для игровых задач

Иногда одного рекуррентного уравнения может быть недостаточно для сведения задачи к подзадачам. Тогда можно описать несколько функций, с помощью которых можно восстановить решение исходной задачи. 

	Пример #1. 

	
	Пусть имеется деревянная планка, параллельная оси Ох, в которую вбито N (N≤100) гвоздей. Известны координаты этих гвоздей Xi, i=1,...N, причем Xi<Xi+1. К гвоздям требуется привязать веревочки таким образом, чтобы 

· каждая веревочка связывала ровно два гвоздя; 

· к каждому гвоздю была привязана одна веревочка; 

· суммарная длина веревочек была минимальна. 

	Для каждого номера i гвоздя определим две функции. Функция F0(i) будет означать минимально возможную длину веревочек, требуемых для соединения первых i гвоздей, причем только к последнему гвоздю с номером i веревочка еще не привязана. Функция F1(i) будет означать минимально возможную длину веревочек, требуемых для соединения первых i гвоздей, причем к гвоздю с номером i веревочка уже привязана. Тогда можно записать следующие рекуррентные соотношения. 

F0(i+1)=F1(i);
F1(i+1)=min{F1(i)+Xi+1-Xi;, F0(i)+Xi+1-Xi}.
Первое соотношение показывает, что для получения требуемой конструкции достаточно просто добавить к конструкции F1(i) свободный гвоздь с номеров i+1. Для получения же конструкции F1(i+1) нужно воспользоваться лучшим из результатов F0(i), F1(i), соединив гвоздь с номером i+1 с i-м. При этом к каждому гвоздю, даже если мы воспользовались конструкцией F0(i), будет привязана хотя бы одна веревочка. 


	Пример #2. 

	
	Коридор имеет размеры 3×N. Для любого заданного N, N≤100, описать алгоритм для вычисления максимального количества различных вариантов, которыми можно уложить паркет в этом коридоре плитками размером 1×2 или 2×2 (сами варианты укладки паркета определять не надо). 

Например, при N = 2 количество таких укладок равно 5. 

	Для описания возможных состояний укладки введем функцию К со следующими параметрами. Первым параметром i является количество полностью заполненных слоев ("сечений" пола коридора, состоящих из трёх клеток). Другими параметрами является состояние следующего слоя i+1. Нетрудно заметить, что таких состояний 8 (то есть, 23). Однако последний параметр мы разобьём на три битовые составляющие. 

Таким образом, можно описывать состояние слоя i+1 с помощью трех параметров. Первое состояние, изображённое на рисунке, может быть описано как К(i,1,0,0), что означает, что только в первом столбце в слое i+1 укладка паркета уже осуществлена. Понятно, что значение функции соответствует количеству возможных укладок. В соответствии с принятыми обозначениями можно записать следующее очевидное соотношение 

К(i,0,0,0)=K(i-1,1,1,1).
Для написания других соотношений необходимо так свести задачу к подзадаче меньшей размерности (освободить верхний слой), чтобы гарантировать, что были рассмотрены только различные случаи укладки в последнем слое. 

Так, для случаев 1, 2, 3, 4 это достаточно, так как это можно сделать, убрав плитки размера 1×2, причем вертикально. Очевидно, что получатся конструкции вида 

Поэтому, рекуррентные уравнения будут иметь следующий вид. 

К(i,1,0,0)=K(i-1,0,1,1).
К(i,0,1,0)=K(i-1,1,0,1).
К(i,0,0,1)=K(i-1,1,1,0).
К(i,1,0,1)=K(i-1,0,1,0).
Для состояния 5 для освобождения последнего слоя можно снимать как плитки размера 1×2, причем горизонтально и вертикально, так и плитку размера 2×2. Поэтому, рекуррентное уравнение будет иметь вид 

К(i,1,1,0)=K(i-1,1,1,1). {снята одна плитка размера 1×2 горизонтально}
+ K(i-1,0,0,1). {сняты две плитки размера 1×2 вертикально}
+ K(i-1,0,0,1). {снята одна плитка размера 2×2}
Аналогично, для состояния 6 рекуррентное уравнение будет иметь вид 

К(i,0,1,1)=K(i-1,1,1,1). {снята одна плитка размера 12 горизонтально}
+ K(i-1,1,0,0). {сняты две плитки размера 1×2 вертикально}
+ K(i-1,1,0,0). {снята одна плитка размера 2×2}
Для состояния 7 рекуррентное уравнение будет иметь вид 

К(i,1,1,1)=K(i,0,0,1). {снята одна плитка размера 1×2 горизонтально слева}
+ K(i,1,0,0). { снята одна плитка размера 1×2 горизонтально справа}
+ K(i-1,0,0,0). {снята одна плитка размера 2×2 слева и одна плитка размера 1×2 вертикально}
+ K(i-1,0,0,0). {снята одна плитка размера 2×2 справа и одна плитка размера 1×2 вертикально}
+ K(i-1,0,0,0). {сняты три плитки размера 1×2 вертикально}



Использование рекуррентных соотношений для игровых задач. 

	Пример #3. 

	
	Двое играют в следующую игру: начиная с некоторой даты (день, месяц) они по очереди называют следующую, причем можно увеличивать либо номер дня, либо номер месяца (одновременное изменение номеров дня и месяца не разрешается). Проигравшим считается тот, кто называет дату 31.12. Какие даты должен выбирать первый игрок, чтобы выиграть? 

	При решении такого рода задач строится множество всевозможных позиций игры. В нашей задаче это таблица размера 31×12, каждая клетка которой соответствует некоторой дате, причем не все клетки таблицы доступны (вообще говоря, некоторых дат нет в календаре, например 30.02, но мы на это не будем обращать внимание). 

Для каждой позиции определяется, выигрышная она или проигрышная по следующим правилам. 

1. Всегда имеется одна или несколько позиций, когда игра закончена, и для которой заранее известно (по правилам игры), выигрышные они или проигрышные. В нашей задаче это позиция (31,12), которая является проигрышной. 

2. Если для позиции еще не известно, выигрышная она или проигрышная, но все ходы из нее ведут только в проигрышные позиции, то она выигрышная. В нашей задаче это позиции (31,11) и (30,12), так как любой ход из них ведет в позицию (31,12), которая является проигрышной. 

3. Если для позиции еще не известно, выигрышная она или проигрышная, но есть ход из нее, который ведет в выигрышную позицию, то она проигрышная. В нашей задаче это позиции (1,12),..., (29,12) так есть ход из них, который ведет в позицию (30,12), которая является выигрышной. 

Используя правила, необходимо для каждой позиции определить, выигрышная она или проигрышная. После того, как статус позиций определен, стратегия игрока такова. Своим ходом он становится в выигрышную позицию. Любой ход противника приводит того в проигрышную позицию, откуда игрок снова ходит в выигрышную позицию. 


Порядок перевычисления таблиц

Во всех предыдущих примерах мы только вскользь рассматривали вопросы вычисления элементов таблиц. Как правило, эти вычисления проводились слева направо и сверху вниз, т.е. начиная с маленьких индексов и кончая большими. Иногда на практике вычисление элементов идет не регулярным образом. В этом случае используется насколько схем пересчета, которые позволяют определить момент окончания алгоритма пересчета. Первой из таких схем является идея пересчета на каждой итерации всей таблицы, и продолжение пересчета только в том случае, если в таблице произошли изменения. 

	Пример #1. 

	
	Квадратная таблица n×n заполнена неотрицательными вещественными числами. Число aij, стоящее в клетке (i,j) (i- номер строки, j-номер столбца) определяет курс обмена валюты i на валюту j. Так, например, если aij=2.5 (индексы у a слишком мелкие), то это значит, что за единицу валюты i дают 2.5 единиц валюты j. Если aij=0, то считается, что курс обмена валюты i на валюту j прямо не установлен. Написать программу, позволяющую определить, можно ли, имея некоторую сумму денег в одной из валют, получить большую сумму денег в той же валюте, совершив несколько обменов. 

	Пусть задана матрица обменов Курс[i,j]i, где j=1,...,n. 

Будем вычислять матрицу лучших обменов (понятно, что имеет смысл вычислять только наилучшие обмены) по правилу 

Новый_Обмен[i,j]=max{Обмен[i,k]*Обмен[k,j], Обмен[i,j]} 

где максимум берется по всем возможным значениям k=1,...,n для всех возможных пар i,j=1,...,n. Очевидно, что на первом этапе матрица лучших курсов совпадает с матрицей обменных курсов. 

Перевычисление элементов матрицы Новый_Обмен[i,j] осуществляется до тех пор, пока в матрице происходят изменения или на диагонали появился элемент, больший 1. В последнем случае индекс диагонального элемента и определяет номер валюты, для которой возможна требуемая по условию задачи, цепочка обменов. Если же изменения в матрице наилучших обменов закончились, а на диагонали нет элементов, больших 1, то требуемой цепочки обменов нет. 


В приведенном примере перевычисление таблицы осуществлялось до тех пор, пока в ней были изменения, что и гарантировало правильность полученных результатов. Рассмотрим еще один пример, когда такая тактика обеспечивает правильность решения, в то время, как достаточно правдоподобное рекуррентное соотношение приводит к ошибкам. 
	Пример #2. 

	
	Между двумя городами расстояние равно 50 километров, причем через каждый километр имеется остановка. Между городами ходят автобусы. Плата в автобусе зависит от количества километров, которое вы желаете проехать, причем один билет не позволяет проехать более 10 км. Вы знаете стоимость Ci, i=1,...,10 каждого билета для проезда i километров. Необходимо определить минимальною стоимость билетов, купив которые, вы доберетесь из одного города в другой. 

	Сразу хочется написать рекуррентное уравнение, подобное уравнениям предыдущих уроков: 

S(j)=min{S(j-i)+Ci} 

где минимум берется по всем i≤j и i≤10, причем S(0)=0. 

Однако данное рекуррентное соотношение не учитывает одного немаловажного факта - возможно более выгодно ехать не строго в одну сторону! Может быть выгодней, проехав какое-то количество километров вперед, затем поехать в обратную сторону и затем снова вперед. Этот неожиданный факт приводит к тому, что уже нельзя просто вычислить таблицу S слева направо, а необходимо перевычислять ее элементы другим способом. Например вычислять все элементы сразу, т.е. для вычисления элемента с номером j использовать элементы с номерами j-i, (где i≤j и i≤10) и j+i (i≤10 и j+i≤20). 


Другим, более эффективным способом вычисления элементов таблиц является использование специальных структур данных, позволяющих эффективно перевычислять элементы таблицы, запоминая индексы изменившихся элементов. Наиболее распространенной структурой данных, используемой для этого, является очередь. 

Чаще всего для реализации этой структуры данных используют массив QUEUE (означает слово "очередь" на английском языке), в котором располагаются элементы очереди. Кроме массива, необходимо использование двух переменных, одна из которых содержит индекс элемента массива, который на данный момент времени является первым элементом очереди (First), а вторая - индекс массива, который определяет свободное место в очереди (Free). Как правило, в начале работы переменным First и Free присваивается значение 1. Условие Free=First означает, что очередь пуста. 

Важно помнить, что указатели First и Free являются единым целым с массивом QUEUE. Поэтому, при реализации нескольких очередей одновременно, необходимо пользоваться, например, массивом записей. Для работы с очередью определим четыре элементарные операции: 

· init - создает пустую очередь; 

· empty - возвращает значение true, если очередь пуста и false в противном случае; 

· insert - добавляет элемент в конец очереди; 

· remove - удаляет элемент из начала очереди. 

Покажем, как можно записать операции работы с очередями на языке Паскаль. 

Прежде всего должен быть описан массив, моделирующий очередь. Пусть это будет массив, содержащий maxqueue элементов. Следует иметь в виду, что переменную maxqueue удобно описать как константу и присвоить ей значение, равное максимальному числу элементов в очереди. 

Type Queue=array[1.. maxqueue] of real;

Затем необходимо создать пустую очередь, выполнив операцию init. Параметрами этой процедуры являются имя массива, моделирующего очередь, и связанные с ним указатели очереди. При этом изменяются только значения указателей. Написание в качестве параметров имени массива и указателей подчеркивает тот факт, что имя массива и указатели являются единым целым при моделировании очереди. 

Procedure Init (var q: Queue; var Free,First:integer);

begin

  First :=1;

  Free :=1;

end;

Операция Empty используется для того, чтобы определить, пуста очередь или нет. 

Function Empty(var q: Queue;

                         var First, Free:integer): boolean;

begin

   if First=Free then Empty:=true

                       else Empty:=false;

end

Операция добавления в очередь Insert может выполняться всегда, если не существует ограничений на количество элементов очереди. Если же для реализации очереди используется массив из maxqueue элементов, то в очереди не может быть помещено более maxqueue элементов. 

Поэтому, прежде чем вставить элемент в очередь, необходимо проверить есть ли в массиве свободное место для размещения нового элемента очереди. Если места достаточно, то новый элемент помещается в массив. При этом будем формировать код, что операция добавления прошла успешно. Для этого будет использоваться переменная Code, значение которой в случае успеха будет равно 0. Если места для нового элемента в массиве нет, то значение переменной Code будет равно 1, что будет означать, что операция добавления элемента не выполнена из-за отсутствия места в очереди. 

Добавление нового элемента можно оформить в виде процедуры: 

Procedure InsQue (var q: Queue;

  var Free,First: integer;

  var Code: integer;

  x: real);

begin

  if Free > maxqueue

    then begin

      Code:=1; {Очередь полна}

      exit;

    end;

  q[Free]:=x;

  Free:=Free+1;

  Code:=0;

end

Операция удаления элемента из очереди Remove может выполняться только в том случае, если очередь не пуста. Поэтому при удалении элемента из очереди прежде всего необходимо убедиться в этом. Если ни одного элемента в массиве нет, то значение переменной Code будет равно 2, что будет означать, что операция удаления элемента не выполнена из-за отсутствия элементов в очереди. 

Процедура удаления из очереди может быть записана в виде: 

Procedure RemQue(var q: Queue;

  var Free,First: integer;

  var Code: integer;

  var x: real);

begin

  if Empty(q,First,Free) then

    begin

      Code:=2; {Очередь пуста}

      exit;

    end;

  x:=q[First];

  First:=First+1;

  Code:=0;

end;

Одним из недостатков приведенной реализации является тот факт, что при многократном выполнении поочередно операций Insert и Remove в очереди реально будет находится небольшое число элементов, в то время как указатель конца очереди Free может превысить значение maxqueue. Другим недостатком является тот факт, что очередь не учитывает величину изменения данных, что может быть полезно при выборе наилучшего очередного кандидата для пересчета. 

Для устранения этих недостатков в уроке 9 вводится новая структура данных - куча. 

Кучи. Основные понятия. Операция добавления элемента в кучу

Кучами будем называть такие структуры данных, которые позволяют выполнять две основные операции - "добавление элемента" и "удаление минимального элемента". 
Если операция добавления элемента не требует дополнительных объяснений, то операция "удаления минимального элемента" предполагает, что для каждого элемента определено некоторое значение (ключ), по которому определяется "минимальность". В самом простом варианте значение ключа может совпадать со значением элемента. В общем случае соотношение значения элемента и его ключа могут иметь произвольную зависимость. 

Например, если значение ключа соответствует времени поступления некоторой заявки на обслуживание, то можно предполагать, что минимальное значение ключа имеет та заявка (элемент), которая поступила раньше. В этом случае для моделирования процесса обслуживания можно использовать структуру данных "очередь". Если предположить, что минимальное значение ключа имеет та заявка (элемент), которая поступила позже, то для моделирования процесса обслуживания можно использовать структуру данных "стек". 

Однако если минимальное значение ключа - у той заявки, которая меньше всего может ждать, для моделирования процесса обслуживания можно использовать такую структуру данных, как "Куча" (это уже будет очередь, которая учитывает приоритеты). 

Существует много способов реализации структуры данных "Куча". Наиболее простым является ее реализация с помощью полного бинарного дерева. Такие кучи называются бинарными. 

1. Полные бинарные деревья. 

Полным бинарным деревом будем называть такое дерево, в котором каждая вершина имеет не более двух "сыновей", а заполнение вершин осуществляется в порядке от верхних уровней к нижним. Причем на одном уровне заполнение вершин производится слева направо. Верхним считается уровень с номером 1 (самый высокий). 

Полное бинарное дерево на Рис.1а. имеет три уровня. На первом уровне находится только одна заполненная вершина (1), которая называется корневой. На втором уровне заполнены две вершины (2,3), на третьем заполнена одна (4). Дерево на Рис.2а. не является полным бинарным деревом, так как заполнение вершин уровня 3 осуществлялось не слева направо (не заполнена вершина между вершинами "4" и "5"). 

Нетрудно убедиться, что в дереве на Рис.1а. можно добавить (заполнить) максимум, три вершины, чтобы количество уровней в нем не изменилось. Если мы добавим четыре вершины, то получится полное четырехуровневое бинарное дерево, которое изображено на Рис.2.. Очевидно, что минимальное количество вершин в полном трехуровневом бинарном дереве равно 4, а максимальное - 7. 

2. Представление полного бинарного дерева. 

Полное бинарное дерево с К вершинами легко реализуется с помощью простого массива размера К. Для этого необходимо представить, что у элемента с индексом i сыновьями являются элементы с индексами 2i и 2i+1. Так, полное бинарное дерево, изображенное на рис. 3., будет представлено в виде массива, изображенного на рис.4.
Кроме массива, необходимо иметь переменную, которая определяет количество элементов в куче. Пусть это будет переменная Num. Тогда индекс места в массиве, моделирующем полное бинарное дерево, куда будет помещаться очередной элемент, равен Num+1. 

3. Основное свойство структуры данных КУЧА. 

Основным свойством структуры данных КУЧА является условие, что элементы в ней организованы таким образом, что приоритет вершины не ниже приоритета каждого из ее "сыновей". 

Так, если в качестве этого элемента рассматривать время, которое элемент может "ожидать" своей обработки, то приоритет вершины будет тем выше, тем меньше время возможного ожидания. 

На рис 5 изображены два полных бинарных дерева, но только левое является бинарной кучей. 

Пусть H - массив размера n, который будет использоваться для реализации бинарной кучи, Num - количество элементов в куче, а приоритет элемента определяется его значением, причем, чем меньше значение элемента, тем больше его приоритет. 

Как мы уже говорили, основная идея моделирования состоит в том, что "сыновьями" вершины с индексом i являются вершины с индексами 2i и 2i+1. Отсюда следует, что "отцом" вершины с индексом j является вершина с индексом j div 2. Отметим, что у корневой вершины "отца" нет. 

Поэтому основное свойство бинарной кучи обеспечивается выполнением условия, что для любой тройки элементов с индексами i, 2i, 2i+1 элемент с индексом i должен иметь максимальный приоритет (в куче из трех элементов более сильный всегда сверху). Ниже приводится способ поддержания этого свойства при выполнении операций добавления и удаления минимального элемента. 
4. Реализация операции добавления элемента. 

При выполнении операции добавления элемента со значением 17, элемент должен поместиться на свободное место, т.е. позицию с индексом Num+1. Однако эта позиция может не соответствовать правильному положению элемента в куче, так как над ним может находиться элемент, имеющий меньший приоритет. Понятно, что в этом случае для вершины с индексом 5 нарушается основное свойство кучи. Эта ситуация изображена на рис 6а. 

Простейшим способом разрешения этой ситуации является обмен элементов, на которых произошло нарушение основного свойства. При этом элемент с большим приоритетом поднимается вверх, а элемент с меньшим приоритетом занимает его место. 

Легко видеть, что при таком обмене свойство для вершин, стоящих ниже, не нарушается. Такое преобразование приводит к новому полному бинарному дереву (рис 6б.), которое еще не удовлетворяет основному свойству кучи (для вершины с индексом 2). Поэтому применяем аналогичный обмен для вершины с индексом 5. Результат этого преобразования изображен на рис 7. В результате получено полное бинарное дерево, которое удовлетворяет основному свойству кучи. Поэтому, процедура добавления элемента завершена. 

procedure insert(x:integer;

  var H: array [0..n] of integer;

  var Num:integer;

  var code:integer;);

var i;

begin

  if Num=n

    then

      code:=1

    else

    begin

      Num:=Num+1;

      i:=Num;

      H[0]:=x;                            {барьер}

      while (x < H[i div 2]) do

      begin

        H[i]:=H[i div 2];

        i:=i div 2;

      end; {while}

      H[i]:=x;

      code:=0;

   end; {if}

end;  {insert}

Трудоемкость операции добавления определяется количеством выполнения цикла while и не превышает количества уровней кучи, которое равно Log2 (Num). 

Кучи. Операция удаления элемента из кучи. Использование куч

Реализация операции удаления минимального элемента. 

В силу основного свойства кучи, элемент с максимальным приоритетом находится в корне полного бинарного дерева, т.е. имеет индекс 1. Поэтому, после удаления первого элемента, его место займет один из его сыновей или последний элемент, кто имеет больший приоритет. Освободившееся место сына займет его сын или последний элемент, и так далее. После таких преобразований внутри кучи не должно остаться "свободных" мест. 

Последовательность действий после удаления минимального элемента из бинарной кучи, изображенной на рис 7, изображена на рис 8. и рис 9. Стрелками или дугами показаны "претенденты" на "свободное" место. 

Функция удаления минимального элемента из бинарной кучи может быть реализована следующим образом. 

function delete_min(var H: array [0..n] of integer;

  var Num:integer;

  var code:integer):integer;

var i,child:integer;

  last_el:element;

  stop:boolean;

begin

  if Num=0

    then

      code:=2

    else

      begin

        delete_min:=H[1];

        last_el:=H[Num];

        Num:=Num-1;

        i:=1;

        stop:=False;

        while (2*i<=Num) and (not stop) do

          begin

            child:=2*i;

            if child < Num  then

              if H[child+1] < H[child] then child:=child+1;

            if last_el > H[child] then

              begin

                H[i]:=H[child];

                i:=child;

              end

              else

                stop:=True;

          end; {while}

        H[i]:=last_el;

        code:=0;

   end; {if}

end; {delete_min}

Трудоемкость операции добавления определяется количеством выполнения цикла while и не превышает количества уровней кучи, которое равно Log2 (Num)
Применение бинарных куч. 

Понятно, что такая структура очень полезна. Ее можно использовать для сортировки элементов. Для этого достаточно вначале добавить каждый из них в кучу, а затем поочередно удалить. Трудоемкость сортировки, реализованной таким образом, определяется трудоемкостью операций добавления и удаления минимального элемента. 

С помощью кучи быстро находится k-ый элемент последовательности. Для этого нужно поместить все элементы в кучу, а затем достать из кучи K элементов. Последний из них и будет искомым. 

	Пример #1. Пример 

	
	Напечатать в порядке возрастания первые K натуральных чисел, в разложении которых на простые множители входят только числа 2, 3 или 5. 

	Для решения задачи применим кучу. 

1. Полаем х равным 1 и добавляем х в кучу. 

2. Повторяем следующие действия K раз 

· удаляем минимальный элемент из кучи (пусть это у); 

· сравниваем значения х и у и если они не равны, то печатаем у, а в кучу добавляем элементы со значением 2у, 3у и 5у. 


Кучи наиболее удобны для поиска кратчайших путей в графах с положительными длинами ребер. Для этого на начальном шаге достаточно добавить в кучу стартовую вершину с приоритетом 0. Каждая следующая итерация состоит в следующем: 

· из кучи удаляется вершина х с минимальным приоритетом р; 

· просмотренные вершины игнорируются; 

· она считается просмотренной; 

· находятся ее не просмотренные соседи у и добавляются в кучу с приоритетом р плюс расстояние между х и у; 

· алгоритм заканчивает работу, когда просмотрена конечная вершина или куча пуста. 
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